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INLEIDING. 



1. De Euler Mac-Laurinsche sommatie-formule is: 

h2 fia-\-vh)=l f{x)dx — -^\f{a+ph)-f{a)\-\- 

n v—l X? },2p 

+ ^ (- 1) ^^rr \n''^Ha+ph)-r-Ha)\+R2n+i... (1) 
waar de 5's de BernouUiaansche getallen voorstellen, n.1. 
5i = -g ; ^2=30 ; Bs=^ enz. 

i22n+i stelt de restterm voor, die verschillende vormen 
kan krijgen (zie Noot I). 

Wanneer nu in formule (1), die voor elke waarde van 
n geldt: 

Urn iÏ2n+i = (2) 

n=ao 

Wordt, dan gaat 't tweede lid voor Umn = oo over in een 
convergente reeksontwikkeling, wier som volkomen over- 
eenstemt met de waarde van het eerste lid. Dit is echter 
in den regel niet het geval. 

2. Soms bezit R2n+i de eigenschap, met toenemende 
waarden van n eerst af te nemen en voor een bepaalde 
waarde rh van n eene (betrekkelijk zeer kleine) minimum- 
waarde te krijgen, zoodat dan de reeks: 

n 7? 1.2V 

^ (-1)''-' ^7^ ir*'-' «^+Pf^) - /"'"' («)l +^2n+l . . (3) 

bij toenemende waarde van n tot ni toe, ook met toene- 
mende nauwkeurigheid de waarde van het eerste lid 
aangeeft. 

1 



Digitized by 



Google 



- 2 - 

Wordt n grooter genomen dan n\ , dan wordt i22w+i weer 
grooter en reeks (3) geeft dan de waarde van het eerste 
lid met des te minder nauwkeurigheid aan, naarmate men 
n laat toenemen. 

3. Leöendre noemde deze reeksen semi-convergent (de 
semi-convergentie werd 't eerst ontdekt door Eüler) en 
Stieltjes heeft dezen naam behouden voor de door hem 
onderzochte ontwikkelingen. 

Semi-convergente reeksen zyn dus zulke divergente 
reeksen, waarby de som van een behoorlijk (eindig) aantal 
termen de waarde van een gegeven uitdrukking, met be- 
trekkelijk groote benadering, aangeeft. Deze benadering is 
niet, zooals bij convergente reeksen, zoo nauwkeurig als 
men wil, doch is 'door den aard van de reeks beperkt. 

Voor rekenkundige berekening is de theoretisch wille- 
keurig groote benadering door convergente reeksen niet 
van zooveel belang als de betrekkelijk groote benadering 
door semi convergente reeksen. 

4. Zeer belangrijke semi-convergente reeksen worden 
uit (1) gevonden, zooals b. v. b. de voorstelling van : 

p-i • 
2 logix + vh) (4) 

die uit (1) te verkrijgen is door f{x) te vervangen door 
log X. Deze reeks werd reeds door Stirling behandeld, 
voordat formule (1) bekend was. 

Gewoonlijk noemt men de semi-convergente uitdruk- 
king voor 

p 

I^ log V 

of wel die, voor de meer algemeene vorm: 

logr{x+\) 
de formule van Stirling. 



Digitized by 



Google 



HOOFDSTUK I. 
OUDSTE ONDERZOEKINGEN. 



I. Laplace. 

1. Laplace maakt in zijn „Theorie analytique des proba- 
bilités" (1812) gebruik van eenige reeksen, die in hunne 
eerste termen zeer snel convergeeren, wier convergentie 
vermindert en eindigt met ovel* te gaan in divergentie. 
Dit is echter geen beletsel voor 't gebruik van die reeksen, 
want, wanneer de eerste termen genomen worden, waarby 
de convergentie snel is, krijgt men een rest, die verwaar- 
loosd mag worden. Deze rest toch is de ontwikkeling van 
een algebraïsche functie of van een integraal, waarvan de 
waarde zeer klein is in betrekking tot 't geen voorafgaat. 

2. Als voorbeeld beschouwen we de ontwikkeling in 
een reeks van de integraal: 



Jt 



i'dt 



waarvan Laplace de afleiding niet geeft. 

I e- ** dt kan op verschillende wijzen ontwikkeld worden. 

Om tot den vorm van Laplace te komen gaan we op de 
volgende wijze te werk: 
Stel 

e-^^=p dus dt= -t: /- — ;t = iy^logp 

2 pv^logp ^^ 
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Er komt dan: 

J 2 J p y^log p 



pdp 1 



P 






dp _ 
2 V^ïögp ' TJ{logpyi'~~ 
i P < i P I ^ 



logp 4 70 



2 y^logp^ 4 (logpyi* 2 



-f- 

4 Ja 



dp 



P 



P 



S.i 



Hlogpyi' 
p .3.5.4 p 



2 ilogpyi' ' 22 ilogpyi' ' 2» {logpyi* ' 2* {logpyi^ 



+...= 






1.3 



1.3.5 



+ 



c 



Voor de grenzen !F en oo komt er dus: 

e-ï'»! 1 ,1.3 1.3.5 



e-*'dt: 



2T 



1 - 



2 T2 ' 22 T^ 



23 ye 



+ enz. 



(1) 



.(2) 



Deze reeks is divergent, hoe groot ook de waarde is, 
die men aan T toekent; men kan echter, zonder merkbare 
fout de eerste termen gebruiken. 

Nemen we de eerste vier termen, dan zal de rest van 
de reeks zyn: 



1. 3. 5. 7 



f 



'dt 



24 Jt t^ 



(3) 



Nu is deze grootheid, afgezien van het teeken, kleiner 
dan de term 

1.3.5e-^' 
die onmiddellijk voorafgaa,t; d. w. z. men heeft: 

TIt 

want: 



T'' -^ 2 JT 



fi 



(4) 



r e-*'dt __r 

Jt t^ Jt 



*e-<'d<2 



2fi 



2r^ -Ir 2T^ 
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dus: 

7 re-^ dt ^ 7 1 



2 Jt t^ 4: T^ 



maar deze laatste uitdrukking is kleiner dan: 



y7 



als we slechts 4:I^>7 of r>— 1/7 kiezen. 

Hieruit blijkt de waarheid van (4) voor een betrekkelijk 
kleine waarde van T; zoodat voor groote waarden van T 
de eerste termen van de gevonden reeks genomen kunnen 
worden, zonder merkbare fout te maken. 



II. Caüchy. 

3. Cauchy toonde op elementaire wijze aan, i) dat 
sommige divergente machtreeksen, steeds tot die soort 
behooren, welke Poincaeé later asymptotische noemde. 
Bij de reeks van Stirling en bij een menigte andere 
reeksen vond Cauchy, dat de eerste der verwaarloosde 
termen juist een bovenste grens is voor de correctie. 

4. Deze eigenschap is evident voor een meetkundige 
reeks met reëele termen, want, nemen we een positieve 
variabele x en een positief getal /c, dan is: 



k+x k A;2 ' • • • " A;»* k'^ik + x) 

x"^ x*" Q. 

^^ k^ik + x)^k^+^ ^ ^ 

Wanneer we dus een meetkundige reeks met reëele 



») Comptee Rendus, 1843. T. XVII. 
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termen en afwisselende teekens bij een zekeren term af- 
breken, zal de eerste verwaarloosde term een bovenste 
grens zijn voor de begane fout en de overeenkomstige 
correctie zal 't zelfde teeken hébben als die term. 

Dezelfde eigenschap geldt voor elke reeks, die gerang- 
schikt is naar opklimmende machten van de variabele en 
voortgebracht wordt door de ontwikkeling van een ratio- 
neele of een transcendente functie, die ontleed kunnen 
worden in enkelvoudige breuken van den vorm : 

h 



k-\-x 
waar h bxx k positief zijn, of in breuken van den vorm: 

h 

waar h positief en k reëel is. 

Er wordt dus geëischt, dat de vergelijking, die men 
krijgt door 't omgekeerde van de gegeven functie gelijk 
nul te stellen, slechts reëele negatieve wortels heeft of 
imaginaire wortels, zonder reëel deel. 

Dezelfde eigenschap komt óok toe aan de ontwikkeling 
van bepaalde integralen, genomen van den oorsprong uit- 
gaande en waarin dergelijke functies onder het integraal- 
teeken voorkomen al of niet vermenigvuldigd met factoren, 
die binnen de integratiegrenzen altijd positief blijven. 

5. De reeks van Stirlinö is de ontwikkeling van zulk 
een integraal. Wanneer men bij die ontwikkeling alle 
termen verwaarloost, waarin de getallen van Bernoülli 
voorkomen, dus reeds bij den eersten term ophoudt, dan 
komt er een resultaat, dat door Lioüville gevonden is. 

Hetzelfde geldt voor de ontwikkeling van f{x) wanneer 
f{x) een eenwaardige analytische functie voorstelt, maar 
zoo dat: 
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/(^)-<L^ -^rry + 6 (i _^a;)((;j))- (^^ 

wanneer we veronderstellen, dat de residus in den eer- 
sten term van het tweede lid genomen worden voor alle 
wortels der vergelijking: 

7^=0 <*' 

en wel in bepaalde volgorde. (Zie hierover Noot II.) 

Nemen we aan, dat deze wortels alleen negatief reëel 
of zuiver imaginair zyn en ontwikkelt men nu in 't tweede 

1 
lid van (3) in een reeks, volgens opklimmende 

cc ~~~ z 

machten van x, waarbij elk der partiöele residus van f(z) 
positief is, dan zal men eene ontwikkeling van f(x) ver- 
krijgen, die weer dezelfde eigenschap heeft. 

Ook heeft de ontwikkeling van een integraal van den 
vorm: 



r. 



ufi:t)dx (5) 



deze eigenschap, als de factor u tusschen de grenzen o en 
a positief is. 

6., Een eenvoudig voorbeeld wordt gevonden door te 
stellen : 



(6) 



of 




f lx)— 




/ w 1 _ g-^ 


Vergelijking 


(4) gaat 


dan over in: 



en deze heeft tot wortels de reëele en imaginaire loga- 
rithmen van de eenheid, d. w. z. : 
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2nni (M = 0,l,2...., — 1,- 2, ) 

(3) geeft dan de ontwikkeling: 



x-{-2 ni x-^-ini 
en dus: 

l|._i i_l!=:2l ^ + — J^ + I 

x\l — e-=' X 2) (a;2 + (2 7r)2 ^x2 + (4 7r)2^"-| 

.Hier hebben we nu te doen met een ontbinding in breu- 
ken van den vorm: 

2 



a;2_[_A2 

Door de getallen van Bernoülli in te voeren vindt men 
voor alle waa,rden van x : 

J_( 1 _ lv_ l\_Bi_B2X^ . Bsa^ 

re il — e-»' X 2) 2 ! 4 ! "^ 6 ! ' * ' " 

-'l2;ïyr"^'(2H=^-- '-^'^^^ (^^ 

(Zie hierover Noot III). 

Stellen we nu door u een reëele functie van x voor, die, 
tusschen de grenzen a en ft van x, niet van teeken ver- 
andert, dan krijgen we uit (7) 

waar ö < 1. 

7. Hierdoor zijn we in staat log r (z) in een reeks te 
ontwikkelen. 
De formule van Binet is: 
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logr(z):=(^z— ^'^ hg 2 - 2+ j log{2n)-\- <p(2) . . .(9) 



waarm : 



f 

J o 



In 't algemeen is: 
Formule (8) geeft dan: 

-(-^^""^''(i^^iISh)!^- • • (^<i) • • • • (11) 

8. Stellen we in (11) n=l, dan krijgen we de formule 
die LiOüviLLE reeds gevonden heeft, nl.: 

0{z) = e.^ .(12) 

waardoor voor (p{z) als bovenste grens gevonden wordt: 

9. Wordt in formule (8) a=0 eii & = oo genomen en 
stellen we: 

waar k een positief getal is, maar overigens willekeurig, 
dan komt er: 

( 1 1 1 1^.-1,-^^^- -Bi ^(^+1) B, rik-hS) 

|l - e-» X 2f ^ ^^—2 0fc+i 4! 2^+^ ^■•' 

. Br, r{k- h2n-l) -B^+i r(k + 2n-\-l) 

'-{2n)\ zk+^-^ (2n + 2)! z^+^+i -(^^i-}-^'-*) 

10. Door in (14) te substitueeren : 
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z =1 + 6-^ -i-e-^-^ . . . 

1 — e~^ 

komt er, als we A; > 1 veronderstellen : 

i_ . 1__ . _J_ 1 Bi Tik-h]) 

B2 r(k+S) Bn r{k + 2n-l) __ Bn+i r(k+2n-hl) 

4 ! z^+^ (2n)\ z^+2n-i + ^ (2n+l)! ^'t+an+i - ^^^^ 

Als k tusschen 1 en 2 ligt en z groot genomen wordt, 
geeft (15) 't middel om met groote benadering de som te 
bepalen van: 

^ 1 



i: 



=0 (z-^n)^ 
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HOOFDSTUK II. 
ONTWIKKELING IN REEKSEN. 



I. Methode van Stieltjes. 

1 . Stieltjes i) onderzocht eenige ontwikkelingen van 
den vorm: 

Fia)=mo + '^ + ^-^ (1) 

die men niet onbepaald mag voortzetten, zoodra het getal- 
berekening geldt, wanneer ze divergent zijn. 

Zulk eene divergente ontwikkeling heeft echter eene 
bepaalde beteekenis, als men haar beschouwt als een sym- 
bolische wijze van uitdrukken, waarmede men wil aan- 
geven, dat: 

Urn F{a)=^mo 



Urn alFia) — mo\ = mi 

a=co \ 



Urn a2 

a=oo 



Fia)-mo-'^ 

CL 



= W2 



7- « 7-.y N ^1 mn^l\ 



enz. 



*) Kecherches sur quelques séries semi-convergentes. (These de 
doctorat) Annales de Técole normale supérieure 1886. 
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2. Als toepassing van de handelwijze van Stieltjes moge 
het volgende dienen: 

Wordt een functie F ia) uitgedrukt door een reeks, die 
voor groote waarden van a, er een asymptotische voor- 
stelling van geeft,, dan is : 

lim F (a) = mo 

a=oo 

een eerste benadering voor F (a). Zoo is dan : 
lim a \F (a) — mo I = Wi 

a=ao 

een betere benadering en de volgende uitdrukkingen geven 
telkens wéér een betere benadering. 
Kiezen we als voorbeeld: 



F{a) = e-<^ ——dz (2) 

J O ^ 



ƒ1 gOS 2 

dan is 



/l paz 1 rl 

am r (a) =: mn ■- =: lim — — - — : 



«=00 a=oo ^ «=00 ^ 

«os 1 1 ga __ 1 



r^-il 

L a Jo _. 



lim *" "'^••' " = lim 

a=oo ö a=oo 6* 

zoodat we volgens 't bovenstaande krijgen: 

'mo =■ 0. 
Eveneens vinden we nu: 



rlga^_ 1 , 

1 dz 

Jo CL 



lim a I F{a) .— mo j == lim a F ia) = lim 

a=oo a=oo a=Go ^ 

a 



7- « 7. ö^(6" — 1) 
= Ztm -j = hm-j- "Y ==■ 1 

»=« _ ga :L ga «=« ^ (ö^ ~~ 1) 
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zoodat dan gevonden wordt: 

mi = 1.' 
Op gelijke wijze worden gevonden: 
lima \a Fia) — It =1 

lima \a^Fia) - a- IJ =2 

enz. 
Hieruit volgt dan de ontwikkeling: 

jpr ^ . ne^^- 1 , 1 1 2! , 3! 

3. Om nu door zulk een reeks de waarde van Fia) te 
vinden, moet de complementaire term bepaald worden, 
d.i. de term, die men by een bepaald aantal begintermen 
van de reeks moet voegen om de werkelijke waarde van 
F{a) te krijgen. Die bepaling biedt in 't algemeen groote 
moeilijkheden, als men een behoorlijke benadering wil 
hebben; slechts in enkele gevallen gehoorzamen de coëffi- 
ciënten m aan een zoo eenvoudige wet, dat die bepaling 
op vrij gemakkelijke wijze geschieden kan. In verschillende 
gevallen, waar de teekens der coëfficiënten afwisselen, is de 
nauwkeurige waarde van Fia) gelegen tusschen de n^ en 
(n + 1)^ term. Om deze reden werden de reeksen semi- 
con vergent genoemd, welke uitdrukking door Stieltjes 
echter meer algemeen werd opgevat, die ze n.1. ook ge- 
bruikt om reeksen te benoemen, waar de teekens alle 
geiyk zijn. 

Zoo komt hij dan tot de onderscheiding van reeksen 
van de eerste en van de tweede soort. 

4. By reeksen van de tweede soort, b.v.b. : 

a "^ a2 "^ a3 "^ a4 ^ • • • ^ a^^ '^ " ' 
redeneert Stieltjes op de volgende wijze: 
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Zy F{a) een bepaalde functie van a, symbolisch uit- 
gedrukt door: 

dan is, voor een bepaalde waarde van a: 



'a^ a^'^ cfi 



J^(^) = -^ + -:^+^ + ... + ^'^^^+i2n...(4) 



Fia)= T, + T2 + Ts + .., + Tn + Bn (5) 

waar dus Rn de rest voorstelt, die aan de eerste n termen 
van de reeks moet toegevoegd worden om F(a) te krijgen. 
Is nu a vast en dus F (a) bepaald, dan zal Rn bij toe- 
nemende waarden van n eerst positief zyn ; daar echter de 
reeks meer en meer tot oo nadert bij toenemende waarden 
van n zal Rn stellig eindigen met — oo te worden. 

Er is dus een waarde n waarby Rn overgaat van positief 
tot negatief, dus nul is. Beschouwt men nu Rn als een 
continue functie van n en kan men een geheel getal als 
waarde voor n bepalen, waarvoor 

Rn = (6) 

is, dan geeft deze n 't rangnummer van die term van de 
reeks, waarachter géén restterm meer behoeft gevoegd te 
worden d.w.z. die term, waarby men moet ophouden om 
de nauwkeurige waarde van F{a) door middel van de 
reeks te verkrijgen. 

De gevonden waarde voor n zal echter in 't algemeen 
niet een geheel getal zijn. Neemt men nu het naastgelegen 
kleinere en ook het naastgelegen grootere geheele getal, 
dan verkrygt men twee grenzen voor de rest, die gewoonlijk 
niet ver uiteen liggen, daar de overgang van teeken meestal 
in de nabijheid van den kleinsten term plaats heeft. 

Wanneer men als oplossing van 

Rn = 
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de waarde N heeft gevonden, dan is deze waarde te 
schrijven als 

waar n het grootste geheele getal voorstelt, dat bevat is in N. 
De beste benadering zal dan zyn: 

71 + 72 + ^3 + . .. + r, + ^rn+i 

5. De benaderde oplossing van (6) is altijd van den vorm : 



't Is echter dikwijls geschikter a als onbekende te be- 
schouwen en eerst de coëfficiënten /? te bepalen van de 
ontwikkeling 

« = (5« + ^o+1 + ^2+ (8) 

De reeksen (7) en (8) hebben gelijken vorm en karakter 
als.de oorspronkelijke 

Enkele der coëfficiënten worden berekend; verdere be- 
rekening is zeer lastig, daar ze geen eenvoudige wet volgen, 
't Onderzoek van de oorspronkelyke reeks is zoo terug- 
gebracht tot dat van (7) 't welk veel ingewikkelder is. 
Men vraagt echter den wortel van (6) slechts met zekere 
benadering te bepalen en daar de nauwkeurigheid van (8) 
toeneemt naarmate n grooter is, is 't slechts noodig (7) 
en (8) te benaderen door a en n veel kleiner waarden te 
geven, dan die, waarvan men zich moet bedienen bij de 
oorspronkelyke reeks. De verkregen benadering zal altyd 
meer dan voldoende zyn. 

6 De behandeling van de reeksen van de eerste soort 
kan, tot op zekere hoogte, in overeenstemming gebracht 
worden met die van reeksen van de tweede soort. Zy zulk 
een reeks: 
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Tl - ^2 + ^3 - T4 +. . . . ± Tn T fin O) 

waarbij Ti, 22 Tn en En positief zijn en waar: 

Rn<Tn en Rn<Tn^i (10) 

is. Dit laatste volgt uit het positief zijn van Rn terwyl: 

Tn^Rn-l-^Rn (H) 

Men ziet dus dat jRn-i en Rn elk afzonderlijk kleiner 
zyn dan Tn, zoodat dus ook: 

Rn < Tn+l 

Inplaats dat de kleinste term opgezocht wordt, zoekt men 
het minimum van Rn door oplossing van de transcendente 
vergelyking: 

^^ = (12) 

dn 

De waarde van n, hieruit gevonden, verschilt zeer wei- 
nig met het rangcyfer van den kleinsten term, waardoor 
de volgende opmerking, die by verschillende gevallen ge- 
maakt kan worden, te verklaren is: 

Stellen we, dat de wortel van (12) tusschen n en n — \ 
valt, dan zal bij benadering: 

Rn-l ^= Rn 

zijn (zooals uit een figuur gemakkelyk te zien is) en de 
begane fout zal een klein breukdeel van Rn zijn; hieruit 
volgt dan weer dat Rn ten naastenby de helft van Tn is, 
zoodat de fout van: 

Tl - 72 + Ts - ^4 + . . . ± Tn =F Y r- 

een klein deel van Tn is en wel kleiner naarmate n groo- 
ter is. 

Voegen we hierbij dat in 't onderhavige geval Rn in een 
semi-convergente reeks te ontwikkelen is volgens afdalende 
machten van n, dan laat de eerste term van deze ontwik- 
keling zien dat: 
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,. Rn 1 



IS voor n = oo . 



IL Toepassing op li-fünctie. 

7. De integraallogarithme geeft een voorbeeld van de 
tweede soort: 



li(a)=r 

J o 



du 



logu 

Deze integraal is onbepaald als a > 1 is ; daarom neemt 
men de principale waarde, die volkomen bepaald is. 
Voor a>l is dus: 

h(a) = hm\ I \- \ .... (13) 

Vervangt men hierin a door e* en stelt men verder: 

dan komt er: 

li{e^) = e^lim\\ ^- dv + \ dv\ ... (14) 

Substitueer hierin: 

_L_=i + ^ + ^2-|..__)-^n-i + j:ü_, 

1 —V 1 —V 

en: 

ti-8 



Urn \ v^ e-^" dv + ƒ v"" e-""" dr = — ~ 
6^o\jo Ji-^s ) a^+i 

dan wordt de uitdrukking: 
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waarin : 



R^ = lim\\ l-?_d^+ L-1 — rfr ...(16) 



(i.i. de principale waarde van de integraal: 

foo yn g— o»" 






l_y 



d^ 



De vorm, die Rn hier aanneemt, doet zien, dat de waarde 
van Rn afneemt, naarmate n grooter wordt. 

De eerste term van de uitdrukking voor Rn bepaa^lt de 
orde van Rn\ daarin is v altyd kleiner dan 1, zoodat die 
term kleiner is, naarmate n grooter genomen wordt. 

8. We willen nu een benaderde oplossing zoeken voor 
de vergelijking: 

Rn = (17) 

Stellen we a = n + i7 dan krygen we: 
R^ = lim\ t )!^^-l-e-^- dv-^ ^-f^— ^ e-'y^'d^ ...(18) 

Rn moet ontwikkeld worden in een semi-convergente 
reeks volgens afdalende machten van n. 

Het stellen van a = w + ?/ beteekent, dat de rest van een 
term Tn beschouwd wordt, in de buurt van de kleinste 
term, want rj is een eindig getal. 

Daar het om eene benadering te doen is, mogen we die 
stukken verwaarloozen, welke ten opzichte van de andere, 
sneller afnemen dan eenige negatieve macht van n. 

We verwaarloozen daarom: 

en behouden: 

R.=iim\r^-^:::^%-'>' rf,. + fMiO:' ,-„,,„ I. .(20) 

5=0 Ml-/* l—r Ji+B 1 — r ! 



p(i:£ri%-v.. ^, + f (^,-,.,,,. . . (19) 
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waarin h en k eindig en positief, maar overigens wille- 
keurig zyn. 
Beschouwen we eerst: 



i:. 



ve-^ wordt maximum voor y=l. Stel: 



en 1 — ^ = ^ 
dan is: 

{l — t)e^ = e-^' (21) 

Voor kleine waarden van ic is ^ te ontwikkelen in een 
reeks van den vorm: 

tz=i aiX + a2X^-{-asoc^-{- . ' .-{-apXP-]- . . . (22) 

waarvan we nu de coëfficiënten a willen bepalen. 
Uit (21) vinden we: 

of: 

, _L__t^ _ -___ 2 

^ " 1 2 ••••"' ^ 

Verwaarloozen we hoogere machten van t^ dan krijgen 
we als eerste benadering: 

t = xl^2 
zoodat : ai = i/2 

is. Om de andere coëfficiënten te bepalen, merken we op dat 
uit (21) onmiddellijk volgt: 

^-£ = 2.^(1-0 (23) 

Door (23) n malen te diflferentieeren en daarna re = O en 
^=:0 te stellen, krijgen we de recurrente betrekking: 

naian + {n- 1) a2 an-i + {n — 2) cis ««-2 + • "t" (fn «i = — 2 a^t-i (n^ 2) 
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waarin : 



Rn = lim\l "L^—dv + i ^Ll—dr\.,. (16) 



d.i. de principale waarde van de integraal: 



f 



l-v 



dv 



i2^ = Zm 1 ^:^_Lö-7''d^-f ^J:^-! e-^^'d,; ...(18) 



De vorm, die Rn hier aanneemt, doet zien, dat de waarde 
van Rn afneemt, naarmate n grooter wordt. 

De eerste term van de uitdrukking voor Rn bepaalt de 
orde van Rn] daarin is v altijd kleiner dan 1, zoodat die 
term kleiner is, naarmate n grooter genomen wordt. 

8. We willen nu een benaderde oplossing zoeken voor 
de vergelijking: 

Rn = (17) 

Stellen we a = 71 + 17 dan krygen we: 

Rn moet ontwikkeld worden in een semi-convergente 
reeks volgens afdalende machten van n. 

Het stellen van a = w + 7/ beteekent, dat de rest van een 
term Tn beschouwd wordt, in de buurt van de kleinste 
term, want ?/ is een eindig getal. 

Daar het om eene benadering te doen is, mogen we die 
stukken verwaarloozen, welke ten opzichte van de andere, 
sneller afnemen dan eenige negatieve macht van n. 

We verwaarloozen daarom: 

en behouden: 

R, = liyn I ^.-J- e-'^^ dv + I ^^— ^ e-n^'dv ...(20) 
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waarin h en k eindig en positief, maar overigens wille- 
keurig zijn. 
Beschouwen we eerst: 

f i-e {yo-v\n 

Jl^h 1 - «^ 
yö-" wordt maximum voor ^=1. Stel: 

en 1 ^ v:=t 
dan is: 

{l — t)e^ = e-^' (21) 

Voor kleine waarden van oj is ^ te ontwikkelen in een 
reeks van den vorm: 

tz:za\X + azX^-\-a^aP-\- , ,.-\-apOcP-\- . . . (22) 

waarvan we nu de coëfficiënten a willen bepalen. 
Uit (21) vinden we: 

of: 

Verwaarloozen we hoogere machten van t^ dan krygen 
we als eerste benadering: 

t = xl^2 
zoodat : ai = i/2 

is. Om de andere coëfficiënten te bepalen, merken we op dat 
uit (21) onmiddellijk volgt: 

t^ = 2xil-t) (23) 

Door (23) n malen te diff'erentieeren en daarna x = O en 
^zz:0 te stellen, krijgen we de recurrente betrekking: 

naian + {n — 1) «2 cin~i + (n — 2) r/3 ««-2 + ' "t" et,, «i = - 2 ctn-i (n^ 2) 
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Gaan we nu uit van ai = |/'2', dan worden de andere 
coëfficiënten gevonden. 

Hetzelfde resultaat is nog wat gemakkelijker te bereiken 
door in (23) de veronderstelde reeks (22) te substitueeren 
en dan de waarden van Oi enz. door toepassing van 't theo- 
rema der onbepaalde coëfficiënten te berekenen. Er komt 
dan : 

(ai o; + a^ rr2 + a^ x^ + . .,) (ai + 2 a2 o; + 3 as ^r^ +. . . .) = 
^^2x{\ — üix — a^cc^^ — a^cfi — . . . ) 
of: 

ai^x + ai a2X^-{-aiasofi + aiaiOcf^-{-aia^aP-{- 

'}-2aia2X^+2a2^x^ + 2a2asxf^'{-2a2aiaP-{- 

'i-Saiasofi'i-3a2as0c^-\-Safi^x^-\- 

-\-4:aiaiXf^-\-4:a2aiofi-{- 

^=2x - 2 ai x^ — 2 a^x? — 2 a^x^ — 2 üi x^ — 

waaruit onmiddellijk gevonden wordt: 

2 1 /- 2 1 /- 

ai=l/2; a2=-y; ^= ïg ^'"^ ^^^~ 135 ' ar,= j^\^2',Qnz. 

zoodat: 

Hieruit volgt: 

— dv=^dt=^ I «1 + 2 «2 a; + 3 «3 aj^ + 4 «4 x^ + • • .\dx^=- 

|/2 - -| a; + -^ V^^.xH- 135^^ + 216 ^^' ^ + • • -P^ 
Verder vinden we hieruit: 

Schrigven we: 
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en substitueeren we hierin de gevonden reeks voor f, dan 
krygen we, na rangschikking: 

Substitueerende krygen we ten slotte: 

1 L / 



h-k 1- 



-e-'>''dv = 



V 



= -/J'(e-i-»r-e-'jH-7l/2.a;+(-|-v + ^2)^+--.jX 
XJl-^^/2.x-^.^ + [f.... (25) 

(De bepaling van t' en p wordt hierachter besproken), 
of: 

Jl-h ^ — v Je' \ ]X ^ ' 

waarin de coëfficiënten A alle polynomia in rj zyn, b.v.b.: 

enz. 

De waarde p van de bovenste grens in (26) hangt af 
van de positieve grootheid h. Nu wordt h zóó gekozen, 
dat de reeks: 

\ + AiX-{- A^x^-^- A^x^+ 

convergent blijft in 't geheele integratie interval, zoodat h 
dus een eindige grootheid is, onafhankelijk van n. Ook is 
h onafhankelijk van 17, want de straal van de convergentie- 
cirkel van de reeks: 
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evtz= l -\- 7j iy'2 x+ 

is onafhankelijk van tj. i) 
Dus h is een numerieke constante. — 
Om de integraal: 






op analoge wijze te behandelen, kiezen we: 

en : p -^ l = t 

zoodat (i + ^)ö-< = e-*" 

is. Nu ontwikkelen we t als: 

t:=^ai X — a2 x*'^-\-asx^ — ai x^-{- . ... 

waarin «i , 02 , enz. dezelfde waarden hebben als zooeven. 
Er komt dan: 



Ji+ l — v 



(te 



waar de coëfficiënten A dezelfde beteekenis hebben als 
in (26). 

Dit zullen we nu eerst aantoonen. 

Uit: 

P — l=:.t=:ai X — «2 ^'^ + «3 ^^ — «4 ^^ + . • • (28) 

volgt : 

cir = rf^ = j tti — 2 a2 X + 3 as x2 — 4 «4 ^^ + . • . . \ dx 
en uit: 



') Immers de grootste waarde van 7 is 1. Is de convergentiestraal 
nu zóó gekozen, dat de reeks eindig is voor r/ = 1, dan is die straal 
vanzelf convergentiestraal voor gebroken waarden van //. 
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- 23 - 
(l + i)e-' = e-*' (29) 

- t + log{l-{-t)=-x'^ 



'+{-j+l--=-^ 



Hoogere machten van t verwaarloozende, krijgen we: 

of: t = xi^ 

zoodat : ai = i/^2 

Door (29) te differentieeren komt er: 

Substitueeren we (28) hierin, dan komt er: 

(ai o; — 02 rc2 + «3 a;^ — . . .) (ai — 2a2X-\-3asX^— . . .) = 
^=2x{l-\-aiX — ar2X^-\-asx^ — . . .) 

Door gelijkstelling van coëfficiënten en door gebruik te 
maken van ai = i/2, komt er dan: 

— 2 1—2 

ai =1/2 ; a2 = - -g ; ^3 = j-g 1^2 ; a* = jgg ; 

en dit zyn dezelfde waarden als by de vorige berekening. 
Dus is: 

r^l = t = y^2.x + ^x^+^y'2.x^- jfg ^ + 

1/2.0;^+ enz. 



1080 



Hieruit volgt weer: 
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24 — 



l/2-+4:.+ ll/2.:.^-^^3 + 



+ 2Ï6'^2'^+--'h 



en verder: 



Voeren we de deeling uit, dan komt er: 



1 — y ( ' 3 ^ 9 ' 270"^ I ^ 

Verder is: 

en: 

zoodat de integraal wordt: 



dx 



Voeren we de vermenigvuldiging uit, substitueeren we 
de reeks voor t en rangschikken we naar n;, dan komt er : 






V 



waaruit de overeenkomst van de coëfficiënten A in beide 
gevallen blykt. 
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Uit: 

volgt : 

— v-\-log v = — 1 — x^ 

Voor de grens v=zi-{-a komt in de plaats de grens e] 

log{l-he) —l — e = —l—e''^ 

+ T-Y + Y — -'-' = -'-'" 

Verwaarloozen we hoogere machten van e dan volgt dus 
hieruit: 

Of ,' = ^,y^:^ 

als onderste grens. 

We kiezen nu k zóo, dat de bovenste grens in 't tweede 
lid van (27) ook weer p wordt. Voegen we (26) en (27) 
samen, dan vallen de stukken weg, die oo worden voor * 
(of = 0. 

Nemen we dus ^ = 0, dan krijgen we: 

Jl-h 1 V Ji+s 1 — V 

= 2e-^-i fe-»^' \Ai + A3x2 + A5X^ + ...\dx... (30) 

J O 

Jp 

voor n = 00 sneller tot nul naderen, dan eenige negatieve 
macht van n; een benaderde waarde voor (30) zal dus 
gevonden worden als: 

2 e-^-'^ J e-^'Ai dx=Ai e-'?-**!/"^ 



Nu zal 
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of voor tj-^n in de plaats stellend a en Ai vervangend 
door de gevonden waarde, vinden we : 



('- t)-1/Ï 



De verwaarloosde stukken: 

/ \ ^—e~'^*^dv en f \ ' c-"^"^ dv 

hebben geen invloed op de ontwikkeling van Bn volgens 
afdalende machten van n. In de eerste integraal toch is 
de grootste waarde van 

waarin 6 een positieve echte breuk is, zoodat we vinden : 
Jo 1 — V h Jh 

en r+1 

= —-e-^\ G'i'' du 
h Jh 

waar de breuk ö»» sneller afneemt dan eenige negatieve 
macht van w. 
In de tweede integraal stellen we 

en zien dan, dat de absolute waarde" er van kleiner is dan: 

g-o /•» 

— j ( 1 + w)»^ e-**" e-'i'' du . 
Kiezen we een grootheid r > + 1 die aan : 

k 

voldoet, dan is: 



l-{-u<e'' voor u'>k 



en dus is: 
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-"" fci + uY e-"» e-'/» dn < ^" Te""" O" "'-)"'" cZm 

n> J k 1^ J k 

Nu zien we, dat: 

sneller afneemt, dan eenige negatieve macht van n\ de 
tweede integraal mag dus ook verwaarloosd worden. 

Formule (30) levert dus de gevraagde ontwikkeling in 
den vorm: 

of wel : 

^■=-l/fl'-i+(i'-T'=+iï'+5^ö)~+ 

. / 1 , 5 , , 25 „ 1 ., , 1 , 25 \ 1 , ) /oiN 

Uit den vorm van (31) maakt men op, dat de waarde 
van 77, die 

maakt, ontwikkeld kan worden als : 

n n^ 

waarvan de coëfficiënten ^ bepaald worden, door substi- 
tutie van deze reeks in de gel\jk nul gestelde vorm tus- 
schen accolades van (81), door middel van onbepaalde coëf- 
ficiënten. 
Zoodoende vinden we: 

/? - 1 . ^ 8 . ^ 184 

^'--€' '^^ -405^^ '^^--25515' '"'• 

Daar we a=^n-\-i] gesteld hebben, vinden we; 

,1,8 1 184 1 . ,„„, 

'* = ^ + -3+4Ö5-¥-255Ï5-^ + ---(^^) 
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of ook door omkeering : 



1 8 1 , 16 1 ,„.,- 

" = «-3- -405' a +255T5- a^---' ^^^^ 



9. Wanneer we dus de benaderde waarde van de wor- 
tel van 

N noemen, dan wordt 't resultaat: 

;i(.a)..e«|l + l + + ^-^+ien| .; 

' "... (34) 

3 405' a ^"255]5* o2 "^■■■" 
met een orde van nauwkeurigheid, die gegeven wordt door : 

-" Kf 

10. Door een getallen voorbeeld springt 't voordeel van 
't gebruik van de ontwikkeling van Stieltjes boven dat 
van andere reeksen direct in 't oog- 
Willen we b.v.b. de waarde van li{lQI^^) bepalen, dan is: 

e« = 1010 

dus: a = 23,025851 

en: J\^=: 22,692 

We moeten dus 22 termen van (34) nemen en de 23»*® 
0,692 maal. Op deze wijze wordt dan gevonden: 

li (1010) = 455055614, 2227 + 0,692 X 0,5246 = 
= 455055614, 585 

Als nauwkeurige waarde is berekend: 

Zi (1010) = 455055614, 5866 

door middel van de reeks: 
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maar dan moeten veel meer termen gebruikt worden. 

10. Om te zien welke term van (35) van directen in- 
vloed op de tweede decimaal is stellen we: 

0,01 en nemen n. n!==r'(n + 2) 



n.ni 



Nemen we logarithmen en maken we gebruik van de 
reeks voor toörr(n + 2), dan krijgen we: 

nJ.a--(n+3/2);.(n+2)+n+2-lz.(27r)^ ^^^^^^^ . .,,==:?. 0,01 

of: 
nloga — {n + ^k) log (w + 2) + 0,4343 (w + 2) - 

Daar verwacht kan worden, dat n vrij groot is, is: 



2(»+2) • 
zoodat: 

1,3622 (n + 2) — 2,7244 — (n + %) hg (« + 2) + 

+ 0,4343 (w + 2) — y log {2n) = — 2 

of: 

1 ,7965 (w + 2) — (w 4- ^h) log (w + 2) = 0,8225 

Bij beide leden — V2 log {n + 2) optellende, komt er : 

1,7965 (w + 2) — (« + 2) hg (w + 2) = 0,8225 — V2 log {n + 2) 



«) waarin C = 0,5772156649015328606065 . . . = constante van Euler 
volgens SoLDNEK. Theorie et tables d'une nouvelle fonction transcen- 
dente. München 1809. 
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waaruit : 

%(n + 2)=1.7965- '''«^^^-;^y"' + ^' 

De teller van de breuk in 't tweede lid is veel kleiner 
dan de noemer, dus is bij benadering: 

log{n + 2) = lJ96b 

of n + 2 = 62,46 

Nauwkeuriger : log (tz + 2) = 1,7955 

waaruit : w + 2 = 62,44 

zoodat er ruim 60 termen gebruikt dienen te worden. 

Op dezelfde wijze vinden we, dat 7^ = 62 genomen moet 
worden om directen invloed op de derde decimaal te hebben. 

11. De integraallogarithme levert voor een argument 
kleiner dan de eenheid een reeks van de eerste soort. 

U (a) moet voor dit geval dan geschreven worden in den 
vorm li{e-^). Nu is: 

^—du=—e-^\ f-^ dv . . . . (86) 

Door hierin te stellen: 
1 



1 + v 



nz 1 — r-\-v^ — v^-\- ±r'^ + . 



1 v" 

of : :; — j — = 1 — V -\- v^ — r"^ + • • • i 



komt er : 

li (g-a) = _ e-a I e-a" \\ — v-\-v'^-...±v'^-^...\dv... (37) 

J o 



nu is: 



{ e-^*'p''dv = [r^'e-'^'l + ~ f v^'-'^e-^ dv = 

Jo Cl L Jo a Jo 

= — f v^"^ e~^^' dv 
a Jo 
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Deze bewerking voortzettend, zien we: 

x! 



vx clv ■^- ^, 



J o 

zoodat dan: 
Uit (37) volgt dan : 

Door weder 

te stellen, kunnen we Bn weer in een reeks ontwikkelen 
volgens afdalende machten van n^ evenals dat gedaan is 
by li{e^). 

Er komt dan: 

+ (1.^-^.3 + ^,2 + ^, + ^^)i_ + ..|.. (40) 



Nemen we nu: 



dn 



dan zien we, dat de waarde voor iy, die hieraan voldoet, 
te ontwikkelen is als: 

V — Po i" — - I '1:2" ~r • • • • 
n n^ 

waaruit dan weer volgt: 

of door omkeering : 

/2 = a + «o + — +.•• . 
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Bij uitvoering wordt gevonden : 

a=:n-{-- h. . . . enz (41) 

of: w= a — -^— +. . . . enz (42) 

6a ^ ^ 

12. Door partieele integratie vinden we direct; 



i»^ 



dus: 

^ ^ \a a^ a^ a* ^ ^ a^+^ 



-(- l)««!f 

J C 



* e-» dw 



mod 



Hieruit vinden we: 



«"+i- 



of: <nl^.^l\r 

zoodat: 

waaruit afgeleid wordt: 



Urn mod 

a = co 



[««|,(e-») + e-<.(|-^4 + ..(-l)«||j)]]<. 



Hieruit volgt (zie Hoofdst. III) dat de gevonden reeks 
werkelijk de asymptotische ontwikkeling van Zi(e-«) is. 

13. Als voorbeeld van berekening van li{e-^) nemen we: 
li 0,00000454 = li (e-io). 
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Uit: 

N=a- ^+... . 

volgt, dat we 10 — ^ d. w. z. (daar 't ons om benade- 

59 
ring te doen is) 9 termen moeten nemen en ^ van de tiende. 

^n^ )- ^ jio 102^10'^ )- 

= - 0,00000454 X 0,09154563 = 
= - 0,000000415617 

Voor negen termen wordt gevonden : 

~ 0,000000415782 

Volgens opgave van Hoüëll is: 

Zi(e-io)==- 0,000000416 

14. Nemen we li{e-^) = U{\0-^^) 
dan is hier : 

a = 23,02585 en dus 

iV^^ 23,01861 

zoodat we moeten nemen 23 termen en 0,01861 maal de 

248te. 

Er wordt gevonden: 

li (10-10) — _ 0,000 000 000 041 68 

waarby verwaarloosd is. 
De 248te term toch is : 

0,000 000 000 000 97513 

Om zekere benadering te krijgen, behoeven we de be- 
rekening niet zoo ver voort te zetten. 
De uitdrukking: 

N=a - -^ 
ba 

geeft alleen aan, hoever de reeks voortgezet moet worden 

3 
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om de hoogst mogelijk bereikbare nauwkeurigheid, volgens 
deze methode, te verkregen. 

14. Ten slotte zullen we nog drie berekeningen uit- 
voeren, waar a kleine waarden heeft. 

a. Voor li{0,b) = li{e-^) 
is a = 0,69312 

JV=a— -^ = 0,45271.... 
6a 

Daardoor vinden we: 

li (0,5) = - e- 0,69312 X y^± = - 0,327 

Door gebruik te maken van drie termen van de reeks 
van Bretsohneider 

x" x\ Z.a;+1 (?..'z;+l)ia.^)2 + 4Z.ic-f-2| "*" 
+ 2!2! I 

vinden we : li (0,5) = - 0,324. 

De werkelijke waarde is 

li (0,5) = - 0,37867 

Eén term van de reeks van Stieltjes geeft dus grooter 
nauwkeurigheid dan drie van die van Bretschneider. 

b. Ter bepaling van ^ \~) substitueeren we a = 1 en 

krijgen dan: 

1 1 2^ 3» 4^ 1 



*) Theoriae logarithmi integralis lineamento nova. CreUe. Bd. XVII. 
*) Deze zelfde reeks, ontstaat door in de reeks van Bretschneider 
(CreUe. Bd. XVII): 

'u±, Lii_Il . _ll-_^.+ I 

^ X ~ xlx j lx ^ (Z..r)* ilx)^ ^ • • • j 

te substitueeren x = e. 
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Nu is dus: 

N=a-^ = l -i- =0,855 

zoodat een benadering is: 

"(4)=-?7illw-=-».«'^- 

Werkelijk is: 

li(—) = - 0,21938 

c. Nemen we nog 

li{e) = e\l + l + 2\-^S\+"+n\ + " |, 
zoodat : 

^^=^-T-iÜ5 + ---=^'^*^^---- 
dan vinden we: 

Zi (e) =1,7740. . . . 
De werkelijke waarde is: 

Zf (e) = 1,8951. . . . 

De laatste drie voorbeelden bevatten kleine waarden 
voor a, hoewel de reeks bedoeld is voor groote waarden. 
Toch -vinden we uitkomsten die betrekkelijk weinig van 
de ware waarden verschillen; waaruit, in verband met 
de geringe moeite om de gevonden uitkomsten te ver- 
krijgen, wèl de bruikbaarheid van de aangewende reeksen 
blykt. (Zie Noot lY.) 
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HOOFDSTUK III. 

DEFINITIE VAN POINCARE. BEWERKINGEN. 
TOEPASSINGEN. 



I. Definitie van Poincaré. 

1. Poincaré geeft de definitie in den volgenden vorm i): 
Een functie F{a) heeft tot asymptotische ontwikkeling 
een divergente reeks van de gedaante: 



^„ + B + !?| + ^3^ 
X X^ X^ 



.^^ ^^ + ^^^ + -^i^ -f- 

wanneer de uitdrukking: 

a^\Fia)-Sn\ 

voor iedere positieve geheele waarde van n tot nul nadert, 
als a (steeds reëel positief) onbepaald toeneemt. 
Dus moet dan: 

a^\F(a)- Sn\ =e 
of 

Urn a** I i^(a) — S„ I = ?m f = O 

a = 00 a = 00 

Sn stelt dus de som der eerste w + 1 termen van de 
reeks voor. 
We schrijven dan: 

F{a) co Sn 



*) Acta mathematica 8. 
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2. Wanneer een functie eene asymptotische ontwikkeling 
heeft, dan is deze ook de eenige; want stellen we eens, 
dat de functie twee zulke verschillende ontwikkelingen 
toelaat, dan is dus: 

F(a) = m. + -+-^ + --- + ^^ 
en ook: 

(Jan moet: 

{nio - Po)+{mi - Pi) - + ••• + {mn -Pn+^n- ^ n) T^^ = O 
Ct Cv 

of mo=^Po 

mi=pi 
enz. 

'i^fn - Pn + ^n - ^'n = O 

waaruit volgt, dat beide ontwikkelingen volkomen gelijk 
zijn. 

3. Het omgekeerde is echter niet waar, d. w. z. een ge- 
geven asymptotische reeks kan verscliillende functies asymp- 
totisch voorstellen. 

Beschouwen we de funtie e-*, dan zien we: 



Urne- 


-a 3:^ 





= mo 




a = 00 










lim a {e-^ 


— m( 


>)^ 


= = 


mi 


a = 00 










lim cfi ( e-" — 

a = « \ 


nio 


— 


a )' 


= 



m^ 



enz. 



waaruit blijkt, dat de asymptotische ontwikkeling van e-^ 
identiek nul is. 
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Is dus gegeven de asymptotische ontwikkeling: 

m = ». + ^- + f+...H-^-+.... 

en tellen we daarbij e-^ of 

^.e-« = + 0+0+ enz. 
dan zien we, dat ook: 

i^(a) + ^e-« = mo+^'+- + ^+ 

d dn 

is. Er bestaan dus functies M{a) zoodanig dat: 
lima^M{a)^=^0 

a = co 

voor elke (positieve geheele) waarde van n. De asymptoti- 
sche ontwikkeling van F{a) is dan tevens die van 

F{a) + A.M{a). 

Willen we dus hebben, dat een gegeven reeks de asymp- 
totische voorstelling is van een bepaalde functie, dan die- 
nen we nog voorwaarden te stellen b.v.b. dat de bedoelde 
functie de integraal moet zijn van een gegeven diflferen- 
taal vergelijking. 



IL Bewerkingen op asymptotische ontwikkelingen. 

4. Wanneer eenige functies asymptotisch voorgesteld 
kunnen worden, dan blijft, bij 't toepassen van bewerkin- 
gen op die functies, de asymptotische voorstelling bestaan, 
d. w. z. de asymptotische voorstelling van som, verschil, 
product en quotiënt van twee of meer functies wordt ge- 
vonden uit som, verschil, product en quotiënt van de 
asymptotische voorstellingen dier functies. 

Dit is analoog met 't geen bij convergeerende reeksen 
geschiedt. 
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5. Optelling en aftrekking. 
In: 

F{a) = mo + ^ + ^ + . . . . + 3l±ÜL 



en 



zijn fn en é'n kleine grootheden, die by 't aangroeien van 
a meer en meer tot nul naderen; dus zal in: 



F{a) + Fi{a) = {mo + m'o)-\- 



a 



(*n + *'») aan dezelfde eigenschap voldoen, zoodat de som 
der asymptotische voorstellingen van de gegeven functies 
de asymptotische voorstelling van de som dier functies is. 

Men zegt dan kortweg, dat 't geoorloofd is asymptoti- 
sche ontwikkelingen op te tellen en af te trekken. 

6. Vermenigvuldiging. 

Nemen we weer dezelfde functies met hunne asympto- 
tische ontwikkelingen als zooeven, dan zien we bij ver- 
menigvuldiging : 

F (a) X Fi (a) = rrio m'o. H — —^ — - + 

(X 



, mi (m n + ^ n) + ^2 yy?. n-l + ■ ■ ♦ + (>^n + ^n) ^'l ■ , 



Digitized by 



Google 



- 40 - 
of: 
F{a) X Fi (a) —mo m'o -\ h + 

Cv 

, mg m'n + rni m'n-i + . . « + ^'o ^t> \J!Li\ 

waar ^, bij onbepaalde aangroeiing van a, onbepaald afneemt, 
want ri is van dezelfde orde als *n en ^'n- 

Wanneer dus twee of meer functies voorgesteld kunnen 
worden door asymptotische reeksen, dan kan hun product 
voorgesteld worden door 't product van hunne asymptoti- 
sche voorstellingen. 

7. Hieruit volgt onmiddellijk, dat een macht met geheele 
exponent van een asymptotisch ontwikkelbare functie voor- 
gesteld kan worden door de gelijknamige macht van de 
asymptotische ontwikkeling van die functie. 

Als tweede gevolg verkrijgen we hieruit, dat een poly- 
nomium, waarvan de termen machten z\jn van een functie, 
die asymptotisch ontwikkelbaar is, asymptotisch te ont- 
wikkelen is, als we voor de termen van 't polynomiura 
hunne asymptotische ontwikkelingen in de plaats zetten. 

r{F) = Ao + Al F+A2 r'^- + Ap FP 
is dus asymptotisch te ontwikkelen, als men weet: 

8. Deeling. 
Wanneer we nemen: 



^) 't Product eindigt by den term met — ^ ; deze toch geeft den 
graad van nauwkeurigheid van de ontwikkeling aan. 
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1 _ 




1 




F(a) 

nio 


1- 


Mo a moU^ 


1 Wn+fn j 



Stellen we hierin: 



qp (a) = + ö 



+ ---f 






dan is- 

i^(a) mo l+(jp(a) mo ^v / ■ ^\ / ^\ / > 

Deze reeks zal convergeeren als 

N(^)l<i; 

als a aangroeit tot oo , nadert (p tot nul. 

1 -(^(a) + (|p(a)2-(^(a)3+. . . 

is dus als een polynomium te beschouwen. 
* Wanneer dus nio^O krijgt men hier als quotiënt de 

asymptotische ontwikkeling van -z=q—\ * 

üe deeling van twee asymptotische ontwikkelingen is 
zoodoende teruggebracht tot vermenigvuldiging, onder voor- 
waarde echter, dat de term nio van den deeler niet O is. 

Hebben we de asymptotische ontwikkelingen: 



en 



i^i (a) co m'o + -— + -ö- + ••• = Si 



dan is de asymptotische ontwikkeling van 't quotiënt dezer 
functies : 



Fx{a) ^ Si 



Si 



-=-— cvj — J- H (mo - S) + -^ (nio 



Sf+. 
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9. Door directe deeling, van de asymptotische ontwikke- 
lingen van twee functies op elkaar, vinden we: 

jPi (g) m^ , m'i nio — nt/o ^i 1 , 

F{a) ~~ nio nio^ a 

+ enz. 
De (w + l)»*ö term is : 

btel nu : — pj = rj 

waar ^ dus een grootheid voorstelt, die evenals ^w en e'n 
bij aangroeiende waarde van a, oneindig klein wordt. 
Er komt dan: i 

F(a) -^«+ a ■^a2 "^ '" "^ a^ 

d. i. dus de asymptotische ontwikkeling van 't quotiënt 
van de gegeven functies. Ook hier zien we dat m» niet 
nul mag zijn. 

10. Worteltrekking. 

Ook zal een zekere machtswortel van een functie, die 
asymptotisch ontwikkeld kan worden, asymptotisch voor- 
gesteld worden door de wortel van de ontwikkeling van 
de functie. 

Is gegeven: 



a a^ 
dan zal: 



F{a) = mo + — +-:f^-] ^ 



Digitized by 



Google 



- 43 - 

[i^(a)]Vp = m^^lP [1+ -^ + _^^ + ... + ^^1* 
■- ^ ^-^ L nioa moa^ nio a^ J 

moeten z\jn. Het tweede lid toch mag, volgens 't binomium 
ontwikkeld worden, want door a groot genoeg te nemen, 
kan men de waarde van de reeks, die op 1 volgt zoo klein 
maken als men wil, dus: 

waaruit blijkt: 

Urn: \ [F {a)f^ - mo^'^ \=Ume = 



Urn a 

a=<x> 



r^, l/p Vp 1 mi \ ^ 
[F{a)] "^ -nio "^ T-^TT— = O 



enz. 



m. a. w. [F (a)] '^ is asymptotisch te ontwikkelen en wel 
volgens de wortel uit de ontwikkeling van F (a). 

11. Uit het voorgaande volgt nu, dat een algebraïsche 
functie van eenige functies, die elk voor zich asymptotisch 
ontwikkeld kunnen worden, óok voor zulk eene ontwik- 
keling vatbaar is. 

Wanneer dus / een algebraïsche functie voorstelt en 
verder : 

F{a) = m.-h^ + ^+....+^^^ 



TT / \ . I "f 1 I "" Z I 

Fi (a) = m'o +-- + -ö- + 



a ■ a2 a» 



a a^ OP' 

enz. 



asymptotisch ontwikkelde functies zijn, dan is ook 't tweede 
lid van: 
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een asymptotische reeks. 

12. Integratie. 

Nemen we een functie F{x) die asymptotisch ontwik- 
kelbaar is b.v.b. : 

Fix) = m.-^^+^ + aL±i» 

dan is: 

(Wij brengen hier de termen nio en — ^ in het eerste 

X 

lid om integralen te vermijden, die geen zin hebben). 

Nu laten we ai onbepaald aangroeien en onderzoeken 
dan, wat er van het tweede lid wordt. 



ƒ.>«-»•• -^1^'= 






We zien: 



"^^^'L 5"^"^^^^/, ^ 



waar f^n de grootste waarde voorstelt, die e^ kan krygen 
als X 't interval a tot oo doorloopt. Dus is : 

mod, e'n ^ f^n 1 



mod 



'Ja x^ a^-1 ^n-la^-1 



zoodat 6'n = ö .. waar mod. ö < 1 is. 
n — 1 
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Hieruit volgt, dat e'n tot nul nadert. Bygevolg is 't tweede 
lid van («) werkelijk de asymptotische ontwikkeling van 
'teerste lid. 

Schryf de integraal in den vorm: 

fjF{x)-mo- I^'-\dx-fjF{x) -mo-^\d^ 

waar «<, een bepaald getal is, dan zien we, dat de eerste 
van deze twee integralen een constante is. 
Noemen we deze Ci dan is:* 

r\ F{x) -rrio -^\dx=Or- r F{x)dx + 

+ nio {a — ao) + mi log — 

Cto 

waaruit volgt: 

7n2 



f 

Joo 



F (x) clx = Wo a + mi log a+ C 



a 






Door a een bepaalde waarde te geven kan C bepaald 
worden. 

13. Hebben we de asymptotische gelijkheid: 

waar f o , /i enz. functies zijn van x alleen of van o; en I 
beide en veronderstellen we, dat de uitdrukking: 

waar cpn de som van de eerste (n + 1) termen van de reeks 
voorstelt, uniform tot nul nadert (wat ook x z|j) als I tot 
O nadert, dan is er dus een getal f te vinden, onafhanke- 
lijk van X en alleen afhankelijk van I, dat tegelijkertijd 
O wordt' met 5, zoodanig, dat: 

7nod (q — (fn) < $'*. ^ 
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Integreeren we nu: 

mod \ ((jp — qPn) da; < ?»* I i dx 
Daar e onafhankelijk is van a;, wordt dit: 

fXi 

mod I (qp — cpn) dx<^^é (xi — Xo) 
Jxo 

mod. 1 (qp — cpn) dxKl""!] 

J Xo 

waar Urn. ?/ = O is. 

i = 

Hieruit volgt de asymptotische gelijkheid: 

jq>{x, 5) dxc^jfo dx + I ƒ A dx-\ h ?** ƒ A rf.T 

die we wilden bewyzen. 

14. Dififerentiatie mag op asymptotische ontwikkelingen, 
in 't algemeen, niet toegepast worden. Uit de integratie 
n.1. volgt dat, waüneer een functie F{a) een asymptotische 
ontwikkeling heeft, de afgeleide F^{a) tot asymptotische ont- 
wikkeling zal moeten hebben de afgeleide van de asympto- 
tische ontwikkeling van F{a). 

Dit gaat dus slechts door voor 't geval, dat F'{a) voor 
asymptotische ontwikkeling vatbaar is. 

Nemen we b.v.b. een functie F{a) zoodanig, dat voor 
alle waarden van n 

Um\ a'^Fia) \=0 

a = co 

is, dan is zijn asymptotische ontwikkeling identiek nul. D^ 
afgeleide van de functie behoeft echter deze eigenschap niet 
te vertoonen, terwijl de afgeleide van de asymptotische 
ontwikkeling wèl nul moet zijn. F'{a) is dus niet asymp- 
totisch voor te stellen. 
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Beschouwen we b.v.b. : 

F (a) = e-« sm (e«') 
Hier is : 

Urn I a^ e-^ sin (e«') \ = O 

a=oo 

voor alle waarden van n. 
De afgeleide van de functie is: 

e-^. e*^ 2a. cos (e^*) — e"^ . sm (e«*) 

waarvan de eerste term voor fóma = oo niet tot nul na- 
dert; dus kan die afgeleide niet asymptotisch worden voor- 
gesteld. 

15. Geval waar dififerentiatie geoorloofd is. 

Als een functie en z\jn afgeleide beide door asymptoti- 
sche reeksen voorgesteld kunnen worden, krijgen we de 
reeks van de afgeleide functie door de reeks van de functie 
term voor term te differentieeren. 

Hebben we n.1. de asymptotische voorstellingen: 

^(a)--« + ^ + ^+^+-- •••••(l) 

en 
dF 

da " ^^' ^"^ ' a ' cfi ^ aP 

dan is bij definitie : 
Urn F{a)=mo . . . . , • (3) 



^ = P(»)=,.+^+^ + i+ (2, 



a=fcao 



Urn a \F (a) — mo\ =^mi (4) 

Hm cfi \F{a) — nio — — — = ^2 (5) 

= 00 ( Ct I 

hm a^ \F (a) — mo ^ = >?^3 (ö) 

enz. 
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en evenzoo : 
Urn F' (a) =po (8; 

a=:oo 

lima^ \F'{a) -p„\ =pi (9) 

lvma^\F'{a)-po-^\=P2 (10) 

= 00 ( ^ ) 

lmia^\F' ia) - Po - ^ - ^\=^P3 (11) 

a=ao I tl U } 

limaAF'{a)-po-^ ^i==-P» (12) 

«=00 I a u^ I 

Wanneer de limiet van een functie van zekere variabele 
tot een eindige bepaalde waarde, of tot nul nadert, wan- 
neer de variabele tot oneindig nadert, dan zal de limiet 
van de afgeleide van die functie niet van nul kunnen 
verschillen. 

Zij toch: 

Hm F (a) = mo 

a=Qo 



dan is óok : 

Hm jF" (a + 6) = m, 



« = 00 



wat ook e zij. Dus : 



^^\Fia + .)-Fia)l^^ 



0=00 



e 



of als men e oneindig klein laat worden : 
Hm F' (a) = O 



« = 00 



Dit, in verband gebracht met (8), levert ons: 

Po = (13) 
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waardoor (9) overgaat in : 

lim a F' (a) =^i . (14) 

a=Qo 

Door (4) te diflferentieeren krygen we: 

Zm \aF^{a) + {F{a) - mo)\ =0 (15) 



a = oo 



Uit (3) en (14) volgt echter, dat 'teerste lid van (15) 
Pi is. Dus : 

Pi = (16) 

Daardoor gaat (10) over in : 

lim cfi \F'{a)\ =p2 (17) 

Door (5) te dififerentieeren krijgen we : 
^ [cfi\F'(a)^-^\+2a\Fia) - «„ - ^|] = 

of: 

lim [a2 F' (a) + Wi + 2 t « (F (a) - vio) - mij] = O . . (18) 



a = ac 



Volgens (4) en (17) is 'teerste lid van (18) p2 + mi dus 
moet : 

^2 + mi = O 
zijn of 

P2= ~ mi , . (19) 

en daardoor gaat (11) over in : 

lvmaAF^{a)-\-^\=p^ (20) 



« — 00 



a^ 



Door (6) te differentieeren krijgen we: 
Um\aAF'ia) + ^+'^\+Za'^\Fia)-m.-:^-:^W=0 



of: 



lim a^F'{a) +?ni a-\-2mo -f 3 a^ f J'(a) — mo - -^^ \ — m^ j |= O . . . (21) 

4 
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Volgens (5) en (20) is 't eerste lid van (21) p^ + 2m2, 
zoodat dan 

P3 + 2^2 = O 

of: p^= -2m2 (22) 

Gaan we op deze wijze door, dan vinden we in 't alge- 
meen: 

Pr= -{r -l) rrtr-i (23) 

Substitueeren we dit in (2) dan krijgt deze den vorm : 

m\ 2 m2 3 m^ 



F' {o) - 

^ ^ a^ a^ a* 



7^ r/S /ï4 



die ook verkregen wordt door de termen van de asymp- 
totische reeks van (1) stuk voor stuk te dififerentieeren. 

16. Tweede geval waar differentiatie geoorloofd is. 
Zij 

de oplossing van een differentiaalvergelijking: 
met parameter 5 en zij : 

s=/; + lA + 52^2 + 

een divergente reeks, die formeel aan de vergelijking vol- 
doet, terwijl die reeks zoodanig is dat de asymptotische 
gelykheid 

(jp {x, I) co S 
bestaat d. i. dat: 

voor 1 = 
De functies f zijn functies van x en I. 
Zij nu S' de reeks, die men verkrijgt door S term voor 
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term te differentieeren, dan zal S' formeel aan die diffe- 
rentiaal vergelijking voldoen, die men verkrijgt door de 
oorspronkelijke differentiaalvergelijking naar x te differen- 
tieeren. 

Om dit te bewijzen behoeft men slechts op te merken, 
dat: 

(Py _ /dF clF dy\ 

dx^ \dx dy dx J 

deelbaar is door 1»+^, wanneer men weet dat 
dy 



dx ^(•-'^'^) 



deelbaar is door J^+i 



IIL Toepassingen. 

17. We gaan nu van eenige functies de asymptotische 
ontwikkelingen zoeken. 
Zij gevraagd 

F(a)= ( e^'-''dt 



Ja 

te ontwikkelen, waar a positief reëel en de integratie weg 
óok i'eëel gesteld wordt. 

F{a) = f e^'-'' dt= - r ^- d e«*-<" = 

Ja J a ^* 

--irl-l'"--p'"= 

2a ^ 2 J„ 2< 



_,„de"'-'' = enz. ••• = 
2r 

l 1 , 1.3 1.3.5 + 1.3... (2w-3) _ 

2a 2203"*" 2=5. a5 2*.a'^"' 2»a2»-i ■*■ 

1.3.5... (2w-l) /•'"e»'-'* 



+ 2» 






cU 
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De som van de eerste (« + 1) termen noemen we -S» ; 
hier gebruiken we (n + 1) termen, waarvan de eerste O is. 
Dus: / 

. T./ ^ o . _ 1 . 3 . 5 ... (2w-l) „ f*e«'-'' , 
a» ! F{a) -Sn\ = + ^ a" J^ -j^-^ dt 



< 
< 



a 

1.3.5.. (2n-3) g^ 
1 . 3 . 5 ... (2n-3) 1 



2w ^n-l 

Zoodat dus: 

. T./ X c. . /7. 1 . 3 . 5 ... (2>2-3) 1 ,. ^ 

hm a^ j i^(ö) - Sn \ <hm ^ ■ • -^i= hme = 

18. Zij gegeven: 

00 /»W 

F(a): 



n^ia + n 

waar c een positieve constante < 1 is. 

De verhouding van de n® term tot de (n — 1)^^ term is 
kleiner dan 1 als n groot is (behalve wanneer a een nega- 
tief geheel getal is) zoodat de reeks convergeert voor alle 
waarden van a, behalve negatieve geheele waarden. 

We nemen voor a positieve waarden grooter dan n; 
nu is: 



1 1 1 _l_\ _ n_ 



+ T9 - -zr^+ 



a-{- n ^ -1 _i ^ (-^ \ ^ <^^ ^ 

a 

Doen we dit voor ^ alle waarden van n en bouwen we 
daarna de oorspronkelijke reeks hieruit op, dan wordt deze: 

Al A2 I A^ , An I / V 

— =+ — i + ^H enz («) 
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waar : . ^i = -2: c" ; -ia = -^ >i • c" ; enz. 

n=l »=i 

Reeks («) divergeert. "We kunnen echter aantoonen dat 
(«) een asymptotische ontwikkeling is van F{a) zoodat 
F(a) dan berekend kan worden voor groote waarden van a. 

Zij: 

^^-4-4i+ +(-i)^è^ 

dan is: 

n=iL( \ aj ) a + nj 
Dus is: 

^ a n=i a-\-n 

Nu is: ^ — -. — eindig, zoodat: 
«=i a + n ^' 

UmaP \F{a) - Sp\=Um ^—^— 1 !^^^^ = o. 

rt = ao a=oo Ö^ n=l CL '\~ 71 

19. Gaan we uit van: 

F{z) = ( e-^af'-'^dx 

J z 

dan krygen we door partiéele integratie: 

I ö7^ rc«-i do; = 2?«-i e-^ + (a - 1)^^-2 e-^ + 
+(a-l)(a-2)0«-3e-^+-.+(a-l)(a-2)..(a-n+l)^«-"e-~^+ 
+(a-l)(a-2)...(a-n) le-^oJ^-'^-idrï; 
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waaruit: 

Jz Z Z^ Z^ 

_^(a-l)(a-2)^,,{a-n+l) ^^^_^^^^_^^_^ (a-n)z-'^A\-^'^-n-Hx 

Z 3 z 

De eerste term rrio van de ontwikkeling is O, dus: 

^ z 

Wanneer deze uitdrukking nul tot limiet heeft voor 
^z=oo, dan is de reeksontwikkeling asymptotisch ; x be- 
weegt zich tusschen ^ en oo , zoodat altijd : 

x^z. 
Er volgt uit: 

z''-^\F {z) - Sn-i\ <(a— l)(a-2)..(a— ?ï);s^-«-i/ xf'-'^-^dx 
moei 5;»-i \F{z) — Sn-i \<{a - 1) . . .{a - n — ï) g»-»-! 2»-« 

Letten we niet op het teeken, dan is dus: 

Urn 2«-i \F{z) — Sn-i t < lim (^ — '^)- L = 0. 
s=« 2=0, (a — n — 2)! 2 

20. In 

' e^-* dt 



nx)=f- 

J X 



t 

is X weder reëel positief en de integratieweg is de reëele 
as in 't ^vlak. 
Door partiëele integratie wordt gevonden: 

^(->= i - i + 1 - 5r + ■ • + (- ^)"-^ (-1)-' v« + 

dt. 



rpX-t 
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Noemen we de som van (n+ 1) termen weer /S», dan is: 
f{x) = S, + {~ l)»+i (n + 1) ! £^2 dt^ 

mod \f{x) - S„ I = (« + 1) ! fj~ dt. 
Omdat t zich beweegt tusschen aj en oo, is altyd: 



zoodat dan: 
mod 



\f{^)-Sn\<(n+l)lf^^=^l 



^n-fl 



Hieruit volgt, als we niet op 't teeken letten: 
Urn X'' \f{x) — Sn\< Urn — ^- = 0. 



21. Bij 't zoeken van de asymptotische ontwikkeling van: 

f^ du 

y= 1 \Iogu- log (1 —e-") | — e-"^ 

J o ^ 

maken we gebruik van de eigenschap, dat eep asymptoti- 
sche reeks geïntegreerd mag worden. 
DiflFerenteeren we beide leden naar x^ dan komt er: 

^= — [ \logu-log{l-e-'')\de-^''= 

(J/Ju Ju J Q 

=l[e-! logu- loHl - e--) il-^Jrü-^) 



du 



Nu is: 



lim 

u = oo L 



logu-log(l-e-''y]_j. 



^xu 






u 



1 -e-^ 



xe"^ 



= 



want: 
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111 1 


1 


fi ^ 




u e« - 1 u 1 «^ 1 


1+1 + .... 


verder is: 




"l-(l+^^)e-^" 




hm — ^ (■ =hm. 


w (1 - e-«) 


_ 1 

~2x 


want: 









1 



(1 + ^0 (l- 



ï^ + 



en: 
zoodat: 



w2 \ _^ 

2! / — 2 



[e-^^ \logu- log (1 ~ ö"^) l] = - ^ 
Hieruit volgt: 

dy^ 1 ir-..n 1 \ 

da; 2a;2 a;J<, \u e''-l/ 



d« 



Door invoering van de getallen van Bebnoülli krygen 
we volgens Noot III: 

dy__ 
dx 2x^ 



Ix^ xJo L 2 2! 4! 6! 



__J__J.rj_J__Bij.,^8! BaSJ 
2a;2 .-r L 2 iC 2! a;2 "^ 4! " x* 6! a;^ "t" 



^„(2w-l)! ■B„+i(2«+l)! -| 
■^ (2w)! a;2» - (2w+2)!a;2»+2j 



= -p+ 



^.1 

2 rz;-'^ 4.rzj5 ' 6a;7 



-B2 _|_ -Bs 



-Bn 



B, 



n+l 



- 2n . a;2^+i (2/i + 2) . a;2'»+'^ 
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Of bij integratie : 






(2w)2a;2» - (2w+2)2a;2»+2 
of: 

''~'' + ¥ + f<-'>'(?|V* 

22. Asymptotische ontwikkeling van logr{z)A) 
Evenals bij de methode Caüchy gaan we hier uit van 

de formule van Binet; we beschouwen de functie voor 

positieve reëele waarden van z. 

logr{z)= (^-y) logz^z + ^log{2n) + cp{z) 



waar 

r«QD / nr. \ 

(p(z)=2 " 



e2nx _ l 

Substitueer hierin de reeks van Leibniz : 

. . X X \ x^ , \ xP \ x^ . 

(- l)»-ia;2«-i (- 1)» t^ t^ dt 



(- l)»-ia:2n-i (_ 1)» ra 
"'~72w-l)z2«-i +"z2»-i /„ 



(2W-I)z2n-1 ' z2»-l /<, i2+22 

dan komt er: 

••00 a; , /^oo a?* , z^» ic^ , 



J _7;^_l ) Ji^, 2 1 

Vo e^^^ - 1 3 Jo eS/Tx _ 1 5 Jo 
_ 2^ ^^^ 2(- 1)^-1 I "^^ 

I o( i).f 1 (f ^^-^» 



dx 



dx 

^2"^ - 1 



*) Whittaker. Modern Analysis. 
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Nu is: 



f 



a;2»-i dx 1 _ 

■Dn 



,0 e^"''-! 4:n 
door dit te substitueeren krijgen we : 

^^' iz 3 ■ 4.2.23'^ 5 ■ 4.3.^5 7 4.4.27"^" •■■ 

I ( iw-1. 2 . B. 2 |-| (7X P fi»dt I 

^^ ^ 2n-l 4.n22»-iT^V ^^^an-i J^ j e3n3c_ i j^ ^2+^2 j 

Omdat ^2 positief is, zien we : 

r{_dx_ f- t^-dt I ^ 1 ri cix r.2„^J 



want: 



im(l + ^)=l + *, 



Yoor de laatste uitdrukking kunnen we schrijven : 

x2»+i dx 



1 r 

2n+l)22Jo 



(2n+l)22Jo e2n» 
of: 



4(n+l)(2w+l)02 
Maken we hiervan gebruik, dan zien we dat: 

^, " „ 5i 2 -Ba , 2 ^3 

<ï'(^) = 2-j— -^- -——„ + —. 



43 3 4. 2.23^ 5 4. 3. «5 ' ' 
-|-/_ nn-i _H_. -^" + /_ n«_E_. « 

waarin : 

Bn+l . 



«< 



4(n + l)(2w+l)32 
Voor groote waarden van z is dus altijd 
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waar Hm 6 = 

£ =00 

Schrijf de ontwikkeling in den vorm : 
dan is : 

^2^-M^(^)-S2n-ll=2« 

als we niet op 't teeken letten. 

Overgaande tot de limiet zien we dan : 

Urn ^2^-1 \(p{z) - Sc^-i j <2Jima=0 

«=00 «=00 

De asymptotische ontwikkeling van log r (z) is dus : 
log r.{z) co yz- ~\log z- z-\-~ log {2n) + 

^ ^ (- \T-^Bn 1 



,=1 2n{2n- 1) a^n-i 

23. De asymptotische ontwikkeling van r{z) i) krijgen 
we uit die van logr{z). 

r {z) = e-«. /-T (27r) '» el- 2 « 3. 4. «' + 



Cl I C2 
waarin : 



= e-^ /"¥(27r)''= 



1+^ + ^+- 



z 



Cl — p^ , C2 = -g- ; enz. 

Door de getalwaarden van de getallen van Bernoullt te 
substitueeren krijgen we : 

571 I ) 

120(12 2)4 ~r j 

als asymptotische ontwikkeling van de F functie. 



Whitthakeb. Modern Analysis. 
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24. Willen we de asymptotische ontwikkeling bepalen 
van: 

(waar 5 positief is.) 
dan gaan we uit van de formule van Caüohy: 

dx 

X 



ƒ0 [ pdx px ! 



Vervangen wo liierin a door a + ? dan komt er: 
Door middel van: 



ƒlrg(a+c)a;_gx -i 



1 i^ 

I— e«^.e-^ fc X 1 

1^- ^ - (a - \)le -^^A-= 



1 e^ / 1 \ 

X ^-l \ 2j 



X 

vinden we dan: 

dx 



X 



ƒ1 po i pOX pX 

%r(a+|)d? = j_^[^-^-e-(a-i/2) 

Uit deze formule en: 

J —00 «^ 

leiden we af: 

to^' -T (a + ?) - a % a + a — % i/2 7 - (? - 1/2 )log a = 

^fo j ^-^-l , I 1 1 1 11^ dx 

J_Je^^l ^"^e^-i a;"^2! ' x' 

Door hierin 1 = te stellen komt er: 
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log r {a) — a log a-{- a— log \/tn + M2 log a'=^ 

j_co\e^-l X~^ 2 J ^ ' X 

(d. i. formule (9) van Hoofdstuk I waar x veranderd is in 
—x^ zoodat cx) verandert in —00, terwijl tevens de gren- 
zen verwisseld zijn en daarna 't teeken veranderd is.) 

Door aftrekking vinden we nu: 

De functie onder 't integraalteeken is eindig voor ? < 1 
en wordt nul voor a = oc; zoodat voor a=oo dadelykde 

asymptotische waarde : log — , . 'J^ l log a wordt ge- 

1 {a) 

vonden. 

We bepalen de ontwikkeling alleen voor 1 >?> 0. Voe- 
ren we nu de polynomia van Bernoulli in, waarvoor we 
de definitie van Whittaker i) nemen. Het polynomium van 
de n^ orde wordt gedefinieerd als de coëfficiënt van 

Hl 

in de ontwikkeling van : 

t. 



zoodat we hier dan krijgen: 

6^—1 *»=i n\ 

en dus is: 



•) Modern Analysis. p. 



Digitized by 



Google 



- 62 - 
Dit substitueerende komt ©r: 

of: 

J —00 X J —oD -^ • J —X «5 . 

+ r ^^ ^^ ^^"^ dx+ . . . . 

J-x 4! 

Uit de definitie der polynomia van Bernoülli vinden we: 

(jPl (z) = z 

qp2 (z) Z=zz^ — z 

c^{z)^z^- -^^-z^ + ^B^z 
In 't algemeen is voor 72>2: 

n{n-\) {n-2) . . . . (n-5) ^ ^^^_^ 



+ -^ ^' J'"' ^-Bsz 



De eerste der integralen van 't tweede lid verdwijnt 
omdat (jPi (5) — 1 = is ; de tweede wordt door de inte- 

gratiegrenzen = — . 

Cv 

Letten we nu op: 

m! 



r xm^ci^ fj[X = (—\)r> 

J —00 



^m+1 



dan krijgen we ten slotte: 

^^^ r(a) ^^^^^^ l.2a 2.3a2^3.4a3 4.5a4^" 
Dit is een asymptotische ontwikkeling. 

25. Asymptotische ontwikkeling van de Besselsche 
functie !,> (x). 
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We nemen de uitdrukking: 



ly {x) = -—=--, TT \ sin\x — — -; — TT ( e-« u'— 2 X 

x|0 + ^)'-++0-l)-'^-H«- 






I 2v-: 

3 ,'/y 



en beschouwen de functie alléén voor positieve reëele 
waarden van x. 
Zoeken we nu eerst de asymptotische ontwikkeling van : 



^-^^^(1+2^) du 
waar A>0 is. 



Door: 



te substitueeren, vinden we: 
r(A;+l)|l+J5^-^-^- ;/^~''"^^ ^(^)W)(^+r-l)..(fe+l)j + « 

(A)TI -"^'^/>-^K^ +2^)""" ^^!^^- 



waarin : 
_/i;(/c-l)..(A:— n) 



^^! 



1) Whittaker. Modern Analysis. p. 290 (gewijzigd). 
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Wanneer x-^oo wordt en n eindig is, nadert « tot een 
limiet, n.1. ï 

a = — ^—-^ ^f- — ) I \e-'*u^ l (u-v)'^clv\du= 

n\ \^xj J o \ J o ) 

= - n iM • r4:T\-^ ( ^ ) e-u^^-+^ du = 

(k-n—l)\ (n+1)! \2xy Jo 

_ k\ r(k + n-{'2) f i \^+i 



{k-n-\)\ ' {n+l)l 
Hieruit volgt nu dat: 

Urn rz;^ . « = O 



\2x) 



is, d.w.z. de reeks vertoont het kenmerk van een asympto- 
tische ontwikkeling. 
De asymptotische ontwikkeling van f{u) is dus: 

By de ontwikkeling van: 

verandert i alléén en wel in — i, zoodat we daarvoor 
vinden : 



A(^) = r(/i: + i)|i+ 1 ^* + '"^' 



l\ 2x J 



r^ir\{k-r)\ 

Gaan we nu substitueeren in de voor Iv (x) gevonden 
vorm, dan krijgen we: 



I^(rr)co 



i'H) 



(27ra;)'/«r(»'+-|-) 



sinix- 






- cos \X- 



2v 



-1 )(« (^-4 + 0' .^ 



4 )(- 



+^ - ij-iy 



^r\{v— ~ — r^ I 



{2xy 
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of: 



r Ttx 



sin\ X- 









Schryven we dit uit, dan komt er: 

, (^4)0+i)(^-i)G-|)(-l)- . 



G^D (^^^i) H)0-^D (--p ("-!) (^-1) {'-ï){'-ï)- j_ 

4! (^.-gj- 

) . ( 2o-l I 
J sm X : Tt — 



22 .r2 



+ 



- ('+I)('4)K) ■ . 



1! 



('4)- 



2.-r 



+ 



( 2v-\ I 
cos a; T — TT 

( 4 ) 



of: 



lp {x)^ y ^ [-Pn sin (.'T - -^ TT j + Q„ cos (.r- ^^ jt j j 



waar : 
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(_l)r (4y2_l)(4y2_9). ...(4y2_(4y_l)2) 



(2r) ! (8a;)2'- 

fl JTv^ (-1)'"+^ . (4^2-1) (4^2- 9). ■ . (4^2- (4r+l)2) 



^(2r-l)! • {8xf 



') P« en Q» zfl'n de reeksen, waarvan N. Nielsen gebruik maakt 
in: ,Sur une integrale définie". Math. Ann. Bd. 59. 1904. 
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HOOFDSTUK IV. 

BEPALING TAN SOMMIGE ASYMPTOTISCHE 
ONTWIKKELINGEN DOOR MIDDEL VAN EEN DIFFE- 
RENTIAAL YERGELUKING. 



1. De meest algeraeene vorm van een differentiaal-ver- 
gelijking is: 

„/ dy <Py d"y\ 

Hieruit is --r— op te lossen in functie van de overige 

Cv 00 

grootheden. Differentieeren we naar x^ dan krijgen we 
— ^ in diezelfde grootheden uitgedrukt, daar de nieuw 

(]n y 

optredende -j—n ^^^^ ^^ eerstgevonden waarde vervangen 

wordt. 

Geven we nu x een bepaalde waarde « en veronderstel- 
len we, dat we voor a; = « substitueerend, krijgen: 

dan volgen hieruit en de gevonden uitdrukkingen voor: 
waarden voor deze diflferentiaalquotienten. 
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Stellen we 

y = q){x) 
dan krijgen we de uitdrukking: 

y = cp{x) = (p 1 « + (a;-«) I = 

ó l ril 

/iln nj 

waarin op^**) («) de waarde van -— is, als x daarin door « is 

vervangen. 
De reeks is dus te schrijven als: 

welke formeel aan vergelijking (1) voldoen zal. 

De coëfficiënten «n , «w+i , önz. zijn volgens het boven 
gezegde te bepalen, wanneer we slechts «o , «i . . . a»-i , 
kennen. 

2. Nemen we als voorbeeld de vergelijking: 

x^~=ax + by (4) 

dx ^ ^ ^ 

dan willen we een reeks voor y vinden, die formeel aan 
de vergelijking voldoet. Stel dat voor a; = 

\dx) o 
is, dan moet 

2/« = «o = O 

zijn. Uit de gegeven vergelijking volgt: 

dy ax + hy 



dx x^ 

of 

(i.dy\ 
dx 1 
2x / x^o* 



(5) 



(6) 



v=o 
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dit geeft: 



V dxjo \ dxjo 



of 

a 
~T 



(dy\ ^ 
\dxJo 
Uit (5) vinden we door differentiatie: 



dx^ x^ 



\dx^)~^ 3 «2 'o 

Door hierin (6) te gebruiken, komt er* 

(d^y\ [ dx^ dx \ 
\dxOo~^' ^x 'o 
waaruit volgt: 

V dx^Jo \ d x^ dx/o 



of 

2a 

62 



VdWo 

Zoo doorgaande krygen we als oplossing: 
y=-\±x + -^,x^ + 1.2-l^x^+..-\-in-l)l~x-+.^.{7) 
die formeel aan (4) voldoet. 

3. Nemen we nu weer de vergelijking (1): 
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F{x,y,y',y\...y^^^) = 



en berekenen we de afgeleiden van y voor re = O door 
naar x totaal te differenteeren en voorwaarden te stellen, 
dan krijgen we een vorm: 



o .. , y"o 



y = yo + Y^x+^^x^ + "- 

Is deze reeks convergent in zeker gebied, dan stelt ze 
in dit gebied een integraal voor. 

Immers, als we y door deze uitdrukking vervangen in F 
dan zal men een functie van x verkrijgen, n.l. : 

F=Ao+Aix-{-A2X^-] 

Bij hypothese zyn y en zijne afgeleiden zóo gekozen, dat 
F en zijne afgeleiden nul zijn voor rc=0. Deze afgeleiden 

zijn voor a;=0 Ao, ^i, A2 . dus is de ontwikkeling 

van F identiek nul, waaruit volgt, dat de aldus bepaalde 
waarde voor y een integraal van de vergelijking is. 

4. Stel nu, dat de gegeven differentiaalvergelijking een 
integraal heeft, die asymptotisch ontwikkeld kan worden 
b.v,b. : 

y^rno + — + ^+-- + ~ (8) 

Hebben bovendien de afgeleiden van y tot de n^ toe, 
elk eene asymptotische ontwikkeling, dan zal (8) formeel aan 

F=0 

voldoen. Drukken we n.l. 

uit op de wijze, zooals we dit veronderstellen en substi- 
tueeren we deze ontwikkelingen in F dan zal men, door 
de bewerkingen uit te voeren, die door F worden voorge- 
steld, de asymptotische ontwikkeling van F krijgen : deze 
is echter identiek nul, want (8) is een integraal. 
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Hieruit blijkt dan, dht de asyraptotische ontwikkeling 
van y formeel voldoet aan 

F = 0. 

Wanneer er dus integralen bestaan, die door asymptoti- 
sche reeksen kunnen worden voorgesteld, dan voldoen deze 
reeksen formeel aan de differentiaalvergelijking. 

De asymptotische ontwikkelingen van de integralen moe- 
ten dus gezocht worden onder de asymptotische reeksen, 
die formeel aan de vergelijking voldoen. 

Wanneer echter een asymptotische ontwikkeling en de 
afgeleiden er van de functie F niet identiek nul maken, 
maar er een ontwikkeling aan geven, die asymptotisch nul 
is, dan zal de gegeven ontwikkeling niet formeel aan de 
vergelijking voldoen en dus ook géén asymptotische ont- 
wikkeling van een integraal van de vergelijking kunnen zijn. 

5. Door middel van het voorgaande zijn we somtijds in 
staat de asymptotische ontwikkeling eener functie, die zulk 
eene ontwikkeling bezit, te vinden, wanneer een differen- 
tiaalvergelijking bepaald kan worden, waarvan de functie 
een integraal is. 

Zij b.v.b.: 

y z=ie-^ \ dz 

Jo ^ 

Deze functie bezit een asymptotische ontwikkeling, zoo- 
als we vroeger (Boofdst. IL 2) zagen. Door differentiatie 
vinden we: 

^ =L e-x r ^^jzl dz + e-^C e^ dz 

CtOO J Q Z J o 

J o 



dus: 

dx 



dy ^,,__^, ^^,^^ 



of: 



i+^=.-<'— > 
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De asymptotische ontwikkeling van de gegeven functie 
moet nu gezocht worden onder de asymptotische ontwik- 
kelingen, die formeel aan deze differentiaal-vergelijking 
voldoen. 

Zal nu de asymptotische ontwikkeling: 

bestaan, die aan de gevonden vergelijking voldoet, dan 
moet : 

dy mi 2m2 

oj — 



dx x^ x^ 

en dus : 

dy , . mi , m^—mi , m's-2mo . 
^ '" — mo + —r H -ö r — -0 h 



De asymptotische ontwikkeling van het tweede lid moet 
herleid worden tot — Dit eischt : 

X 

m^ = O ; mi = 1 ; m^ = mi ; m^ = 2//^ ; enz. zoodat de 
eenige asymptotische ontwikkeling, die voor y gevonden 
wordt is : 

tA/ tA/ tAj cA/ 

welke overeenkomt met de vroeger gevondene. 

6. Eveneens vinden we de ontwikkeling van : 

F(x) = ( e'''-^'dt = y 

Differentieeren we, dan wordt : 

4^= - 1 + r 2xe-'-'-'' dt 
dx Jx 



waaruit : 



o dy _. 

2 xy 7^ = 1 

-^ dx 
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Stel na : 

dan vinden we bij substitutie : 

2 mi ^ 1 enz. 
waaruit dan volgt: 

m^= O ; mi = '/2 ; m2 = 0; ms = ~V4 , enz. 
zoodat de ontwikkeling wordt: 

1 1 .1.3 1.8. 5 . 



F{X)C<; — - - ^70-0- + 



2x 2^x^ ~ 2^x^ 2^,x^ 
evenals in Hoofdstuk UI. 14. gevonden is. 

7. Ook nog: 



/* px-t 
^ -j-dt = y 

^ J X 



dt 



(XX X J X ^ 

waaruit de differentiaal vergelijking volgt 

dy 1 



dx X 



Stel weer: 



yco mo+ o- H ö- + 



dan krijgen we bij substitutie : 
mo = O ; mi = 1 ; m2 ^ — 1 ; ma = 2 ! ; m4 = ~ 3 ! ; enz. 
zoodat de ontwikkeling wordt : 

zooals ook vroeger in Hoofdst. IJL 17 gevonden is. 
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HOOFDSTUK V. 

TOEPASSINGEN OP DIFFERENTIAAL 
TERGELIJKIN6EN. 



1. FucHS heeft bewezen, dat de noodzakelijke en vol- 
doende voorwaarde, opdat de integralen van de vergelijking: 

voor re =00 niet onbepaald zijn, daarin bestaat, dat in de 
nabijheid van o; = 00 de coëfficiënten ontwikkeld kunnen 
worden in convergente reeksen van den vorm : 

^^-T + ^ + ^ + 

^^~~ x^^ afi^ x^^ (2) 



f'm [ m+1 I ^m+2 I 

waar a, fc, c, . . . constante getallen zijn. 

In dit geval zal iedere integraal de eigenschap bezitten, 
dat ze niet oneindig wordt, wanneer ze met een bepaalde 
macht (afhangende van den aard der vergelijking) van x 
vermenigvuldigd wordt. 

Deze integralen hebben gewoonlijk den vorm: 
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'*''' i '''' + "i" + d" + 



(3) 



waarin de waarde van r bepaald wordt door de vergelijking: 

r(r+l)(r+2)"(r + m — 1) - air(r+l)-- 

•••(r+w-2) + 62r(r+l)-- {r -\-m-S)---- ±1^ = 0. 

Zyn er onder de wortels van deze vergelijking eenige, 
wier verschillen geheele getallen zyn, dan correspondeeren 
met deze groep wortels, integralen van den vorm : 

waarin <)p» ( — ) convergente reeksen zijn van den vorm: 



"""^ x^ x''^ 



(5) 



De integralen heeten dan alle regulier in de nabijheid 
van a; = 00 . 

2. Stellen we nu, dat nabij x=-<xi: 



Pi 


= «0 


+ 


ai 

X 


+ 


02 
X^ 


+ . .. 


Pi 


= h 


+ 


bi 

X 


,+ 


02 

«3 


+ . . . 


Pk 


= ko 


+ 


h 

X 


+ 


X^ 


+ . . . 


Pm 


= lo 


+ 


h 

X 


+ 


k 

a;2 


+ . . . 



(6) 



/ 

dan kunnen de integralen niet alle regulier zijn. 
Substitueeren we dan in (1): 



2/ = ^" 



, u 



(7) 



dan komt er: 
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, m ^ . du , m(m — 1) ^ „ (Pu , 
1 dx 2! dic^ 



, w (m - 1) (m - 2) 3 #M , 



+ (-+f+S-+-)i«"-"'+"i^'""-'S+ 



(w- l)(m-2 ) 3 d^M , ... j , 

, (m - 2) (w - 3) „^.4^!^ , ... ( 1 
^ 2! cfa;2^ (^ 

+ + 

+(*• + l+S+-)|« " +SI+0.+I+I +->=°-« 

De coëfficiënt van w, voor zoover die niet afhangt van 
x^ is dus: 

«^ + ao«^-i + &o«"*-2 H h /i^o« + ^0 .... (9) 

Bepalen we nu de waarde van « zoodanig, dat dit stuk 
nul wordt, dan vinden we m waarden 

«1 «2 «3 .... «w 
Stellen we dan: 

y = e^'i^ . u 

dan krijgt de vergelijking bij substitutie den vorm : 

dx^ "^ V^'"^ X ~^ x'' '^"j dx^-^^ 

+(^.+^+5-+-)ê+(l+&+->='' 
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Trachten we aan deze vergelijking formeel te voldoen 
door een reeks van den vorm: 

waar Ao ^0 is en waarin ^i zóo bepaald wordt dat de 
coëfficiënt van den term, waarin de hoogste macht van x 
voorkomt (d. i. dus x^^-'^) nul wordt. Bedoelde coëfficiënt is: 

Ao{ko'Qi + h') 
zoodat : 

1=- — 

gekozen moet worden, terwijl Ag willekeurig is. 

Nu worden de achtereenvolgende coëfficiënten J.i , J.2 , 
enz. bepaald. 

De coëfficiënten van a;^'~^, x^'~^, a;*'~* en x^^~^ zyn : 

Ao\h'-\-h'Qi +So'Ql (?1 -1)1+ Aiko'ioi-l)... . (x^'»-") 

Ao i h' + h' Ql + Si' Qi {qi - 1) + to' Ql {qi - 1) {q1 -2)1 + 
+ Ai\k' + h'{Qi-l) + So'(Ql-l}(Ql-2)\ + 

+ A2\h'+ko'{Qi-2)\ ix^'-^) 

Ao i li' + ks' Ql + 82' ?1 (?1 - 1) + h'Qi ((.1 - 1) {Ql - 2) + 

+ r„'ei(ei-l)(?i-2)(?i-3)! + 

+ ^1 Ks' + fe ' (ei - 1 ) + si ' (?i - 1 ) (ei - 2) + i„ ' (ei - 1) (Pi - 2) (pi - 3) j + 

+ ^2|Z2' + A;i'(ei-2) + So'(ei-2)(ei-3)! + 

-i-As\h' + ko'{Qi-S)\ t«"-*) 

A!fe'+A4'ei+s3'ei(?i-i)+^2'ei(ei-i)(ei-2)+ 

ri'ei(ei - i)(ei -2)(ei -3)+^o'ei (ei -i)(ei -2)(ei -3) {qi -4)| + 
+ Al I k' + fe' (pi - 1) +S2' (ei - 1) (ei - 2) + ^i' (ei - 1) (ei— 2) (ei - 3) + 

+ n'(ei-i)(ei-2)(ei-3)(ei-4)( + 
+ ^2l /3'+fe'(ei-2)+si'(ei-2)(ei-3)+^«'(ei-2)(ei-3)(ei-4)i + 
+ ^3iV + Ai'(ei-3) + s„'(ei-3)(ei-4)| + 

+ Ai\h'-]-ko'{Qi-i)\ (x«»-6) 
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In 't algemeen is de coëfficiënt van a;*""": 

^0 1^»' + k'n-lQt + . . . + Ao' ?1 (?l -1) . . . (?l -W4-1)| 4- 
Ai 1 l'n-1 + k'„-2 (ei - 1) + S'n-S (ft - 1) (pi - 2) + . . . | + 
^2 I l'n-2 + /f'»-3 (QI - 2) + S'„-4 (?1 - 2) (?! - 3) + . . . | + 
+ 

+ An-2\h'+ki'{Qi -n-{:2) + So'{Qi - w+ 2)(ft- w+l)j 
+ A-1 \h'+ko'{Qi -w+l)j 

Men vindt dus een reeks: 

en m—l analoge ontwikkelingen, die correspondeeren met 
de wortels «2 , «s , . . . . cfm ' 

3. Deze ontwikkelingen zyn in 't algemeen divergent; 
. ze voldoen formeel aan de differentiaal vergelijking, maar 

zijn geen integralen. 

Dat ze echter niet zonder beteekenis zijn en voor de 
bepaling der waarden der integralen, voor groote waarden 
van o;, gebruikt kunnen worden, heeft Poinoaré aangetoond. 
De belangrijkheid van dit resultaat blijkt daaruit, dat vele 
reeksen, die in de theoretische sterrökunde gebezigd wor- 
den, divergent zijn. 

4. Nemen we i) een differentiaalvergelijking van den 
vorm: 

waarin de coëfficiënten p polynomia van den n^^^ graad zijn 
en beéchouwen we 't eenvoudigste geval, n.l.:n=l. "We 
trachten y uit te drukken door middel van een integraal 

y=hv{z) e^dz (11) 



*) PicARD. Traite d' Analyse. III. 
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waar de grenzen Co en Ci onafhankelijk van x zijn (deze 
worden later bepaald) en waar v (z) een functie van z is. 
Differentieeren we telkens naar rr, dan vinden we: 

11= ƒ;;.(.)»« e"* ( (,,^ 

Nu berekenen we de producten 

dy d^y 

xy ; xj^ 5--«^^ . 

Door partiëele integratie wordt gevonden: 

x.y= fl' V (z) xe'^dz = [v (z) e- f - ff' ^ e^^ dz 

dfc ifo ^ "■ ^ To / Jfo dz 

d^ _fii ^ ^^^ ^_ ^^ ^^ ^^ _ r ^^ ^^ J ƒ 1 _ rfi diviz^z"') ^^ ^^ 
dx^ ho \^r '-" ^^ 1 

De functie v(z) en de constanten Zo en Ci denken we 
ons nu zóo gekozen, dat 

t t ^ 

[»- (z) e^^],' = O ; [»- (2) z e»] ' = O ; enz. [»- (z) z™ e'^]" = 0. 

Co Co sO 

Zetten we de coëfficiënten van de gegeven vergelijking 
in den vorm: 

Po = aoX-\-bo ; pi = aix + bi ; . . Pm = cimX-\-bm 

dan wordt de vergelijking, door gebruik te maken van 
(12) en (13): 



)(13). 
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J l^" dz '^ " " ^^^' —^1 \jz "+*!*' (^)- ^ 



. . . *— Ötjyi 



rf2; 



De uitdrukking onder 't integraalteeken nul stellend, 
komt er: 

{ao z^ + ai z^-i + + üm-l 2 + a,n) '-J- - 

az 

-[boz^^ -{aom-bi)z»'-^'-'{ai{m-l)-b2)z'''-^+., + bm]t^0 
of: 



P{^)^-'Q{^)^(^) = o 



waaruit volgt: 



1 dv{z) _ Q{z) _ ^ I h I 1 f^m 

v(z) dz ~P{z)~~^ Z — cci *** z — ayn' 

Hierin is /i =: — en stellen «i «2 . . • «m de wortels voor 

(lo 

van 

P{z) = 

(aannemende, dat P{z) géén dubbele wortels heeft). 
Integreerende komt er: 

log (v {z))=^ z-\-ki log {z - «i j+fe log (z - «2 )+ . • + /i^m log (z-am) 
of: 

V{z) = e^^ {z-ttif^{z-U2)^, . . (^-«m)^m. 

5. We nemen aan, dat er geen enkele betrekking be- 
staat tusschen de coëfficiënten van (10). 

Beschouw éen der punten a b.v.b. «i en trek door dit 
punt in de richting van de negatieve ?-as een lyn even- 
wijdig aan de (reëele) ?-as na z^=l-\-irj gesteld te hebben. 

Als integratie weg nemen 
b^ r/ \ we een lus beginnende in 



-^^i; ». 



het punt Co beteekent nu 
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in de figuur het punt — oo op de ?-as. De lus geeft dan 
als integratie weg : Co ^ + cirkel C, met straal r om «i als 
middelpunt, +rCi. 

Het punt Cl valt in 't oneindige met Co op de ^as samen. 

Veronderstellen we verder, dat 't reëele deel van x groo* 
ter is dan dat van — jtt d. w. z. de correspondeerende inte- 
graal : 

P e"*^ {z - a^f^ {z - «2)^2 . . . {z-umfm e^^ dz 

zal dan een zin hebben (omdat x-\- fi<CO is) en de voor- 
waarden : 

[v (z) e^^] ^ =0 ; [v (z) ze^^]^ z= O . . . . [v (z). z"^ e^^] * = O 

zullen vervuld zyn. Zóo krijgen we dan m integralen van 
de gegeven vergelijking. 

6. Gaan we nu na, hoe die integralen zich gedragen 
voor groote positieve waarden van x, 

Aan de algemeenheid wordt niets te kort gedaan door 
cci=:0 te veronderstellen en x te vervangen door x - ^^ 
daar fi eindig is en x zeer groot genomen wordt; d. w. z. 
we stellen ft = O ten opzichte van x, 

We krijgen dan de integraal : 

I z^^ (z — «2)^^' ... (2 — «wi)'^'» e^^ dz 

— ooC— 00 

Deze bestaat uit drie deelen, n.1. : 

Ii = [ "^ z^^ (2 --«2)^ . . . (2-am)^"» e^^dz 
J —00 

l2 = f Z^^ (Z-CC2)^^ . . . {z-'CKm)^m e^ dz 

Jc 

ƒ —00 
2;fei {z — a^y^ . . . {z — am)^m e^^ dz 
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Il nadert tob nul, wanneer x^ positief zijnde, onbepaald 
toeneemt. Voor z negatief en kleiner dan ~r ziet men: 

I Z^^{Z'-a2)\ . . {z-OCm)^m \ <g-*« 

waar * een positieve grootheid is. 

De integraal zal dus een absolute waarde hebben, die 
kleiner is dan: 

I-r ' "' 

d> 1. _z 

X — i 

en nadert dus tot nul voor Umx^=co, 

Evenzoo nadert het product van de integraal met xt , waar 
/ een willekeurige constante is, tot nul, voor lim x ^^co. 

Hetzelfde geldt voor h , zoodat h nog te onderzoeken 
overblijft. 

Beschouwen we hiertoe eerst de integraal : 

/ 2*» e^ dz 
Je 

en zoeken we de limiet van 't product : 

^fci+i f z^x e^x ^2 
ie 

voor o; = 00. 
Stel zx^=^-' y\ op een getal factor na komt er dan: 

I ykx e-y dy 

langs een cirkel K met straal rrr, uitgaande van een punt 
rx in 't vlak van de complexe variabele y, We vinden dan : 

{ y^' e-y dy=[ e-y y^^ dy + H e^ '^^ e-y y^^ dy = 

— ^e^nik, __ l)r e-y y-^^dy 
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voor :r = 00 , wordt dit : 

(e'^nik,^ l).r(Ai + l) 

Dit product is niet nul, behalve wanneer Ai een positief 
geheel of nul is, want in dit geval is 

(^e^nik, _ 1) — o 
en r(;i:i + l)=^-0. 

Is ki een negatief geheel dan wordt: r{ki + l) = ooen 
dus 't product niet nul. 

Gaan we nu terug tot de oorspronkelijke integraal. 

Voor voldoend kleine modulus van z, zullen we: 

Z^^ (Z — «2)^^ ... (2: — 0(.^^m 

ontwikkelen in een reeks van den vorm: 

Ao z^^ + Al 2^^»+! + A2 z^^-^^ + 

Alleen de eerste term van deze reeks geeft voor x=:oo 
een limiet die van nul verschilt, als de reeks vermenig- 
vuldigd is met a;^>+i ('t geval ki = positief geheel of nul 
wordt uitgesloten). 

Nemen we de straal r van de cirkel G voldoende klein 
en beschouwen we weer: 



a:^»+i f j Ao z^^ + Al z^^-^^ H j 

Je 



e'^dz 



^ c 
We breken de reeks 



Ao+Aiz + A2Z^ + . . . . 

af bij An^ zoodat de rest dan jB„ is. 

Nu zijn er altijd twee getallen ft en ^ zoodanig te be- 
palen, dat: 

Dan kunnen we opschrijven: 

^.. 1-1 I n+l 
Rn < 



/i (J^+1 



Zoo hebben we dan te onderzoeken de som: 
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Door zx^=-y te stellen gaat de laatste integraal over in: 

Bny'^e-»dy 



L 



fK 

waar K een lus is in 't vlak van de variabele y, uitgaande 
van 't punt rx en er in terugkeerend, na om de oorsprong 
gegaan te zijn. De modulus is dus, op een getalfactor na, 
die onafhankelijk is van ki kleiner dan de modulus van 

1 — TQ 

Omdat verondersteld kan worden dat 

rQ< 1 

is, kan men dus n groot genoeg kiezen, opdat de rest van 
de som (U) kleiner is, dan welk getal men ook wil, on- 
verschillig welke waarde x heeft. 
De moduli van de eerste termen gaan over in die van: 

( Aoy^^e-ydyy-f Aiy^^-^^e-ydy;-^! A^y^^-^^ e-y dy; enz. 

J K " X J K X j K 

't Aantal is eindig ; elk is zeer klein (want -^ is zoo klein 

men wil = 2; = r) behalve de eerste, zoodat de limiet der 
som gelijk te stellen is aan de limiet van de eerste term, 
welke niet nul is. Dus heeft 't product van de integraal 
met rr'^i+i (behalve in 't uitgesloten geval van /i;i = pos. 
geheel of nul) voor o; = oo een eindige limiet, die van nul 
verschilt. 

Geven we «i echter en willekeurige waarde en nemen 
we /u óok weer aan, dan krijgen we de integraal: 

y^ = jef^^(z - «i)^! (z — «2)^* .... (2; — arn)^m e^^dz 

genomen langs de lus, die met «i overeenstemt. 
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Om tot cfi z= O teruggebracht te worden, moet z dan ver- 
vangen worden door 2; + «i en daarna moet 't zooeven ge- 
vonden resultaat toegepast worden op: 

2/1 . ö" ^^ 
Zoo is dus gevonden: 

lim \jj\ (3-"^^ . x^^^^'\ 92± O en < 00 

X ■= <Xi 

als 2/1 de integraal is, die overeenstemt met «i 

7. Uit het voorgaande is nu een asymptotische voorstel- 
ling af te leiden voor 

Schrijven we n.L: 

+ ^^^+^ f AnZ^^-^'^e'^'^dz-j-x^^-^^ { RnZ^^e^'^dz (15) 

waar de integralen genomen worden langs de lus, die de 
uiteinden in 't 00 heeft in de vroeger aangewezen richting 
en die om 2; = O gaat, dan zien we, dat elke integraal uit 
twee rechte stukken en éen cirkelvormig bestaat. Van de 
rechte stukken . weten we, dat 't product van de integraal 
met een willekeurige macht van x tot O nadert als x on- 
bepaald toeneemt. We hebben dus slechts te beschouwen : 

:r^>+i { Ao z^' e^' dz-\ [- rr^^+i { An z^^'m ^zx ^^ _|_ 

JC ^ J c 

+ x^^-^^ f En z^^ e^^ dz 
Je 



Nu is: 



*) PoiNCARÉ. Acta mathematica 8. 
PiCABD. Traite d'Analyse IIL 
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a;*'+i f Al 2*»+' e'^dz = -^ï f y*'+« e-v dy + 

J C ^ L J rx 

_!_- g27ri/ci I yki+l g-t/ ^2/1 = 

— -f- (ea"'*. _ 1) I j/fci+J e-!' dy = 

= ■— (e2^»^i - 1) Fr (fci + / + 1) - ƒ ^'^t +^ e-y dy ] 

Verder is: 

Urn xi I ^'^«+^ e-ï' dy U= 0. (/ willekeurig) 

en ook de limiet van 't product van de laatste term van 
de reeks van (15) met een willekeurige macht van x is 
nul, als X onbepaald toeneemt, want: 

1 iu^«-i 



Je 



< 



X 1 - rQ 



op een getalfactor na. 
Schreven we: 

^ \^ {^^^ - 1) ! r (A, + Z + 1) - r y^-+^ e-y dy \ + 

Z=0 1.x ( J fx ] 

+ ^^»+* I Bnz^'e^dz] 

dan vinden we volgens 't bovenstaande: 
Hm x^ J/l e'*»^ x^^-^^ = 

znZim 1 ^^{e^iK _- 1) r7-(/i;^-|_/4.i)_r2/*^,+ig-7diyl + 

x=oo ïs=0 ^ L Jrx J 

+ Um aj'^i+w+i f i2^ gfct e^ d;^ zz: 

X = 00 Je 

= 1 a;» ^ (e2»ifc, _ i) /-(^^ + ; -j_ i) + ^j^ ^ 

i = ^ X =: 00 
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Zoodat : 



lim ïyie-"*'' x'"+^ - 1 -j-ie^'"^ - l)r{ki+ l+l)]x''=^lim f 

waar € een waarde is, die voor a:=oo verdwynt. 
Dus is: 

2,,.-.^ a;*.+i^ (e^^-.--- 1) [^.r(;^, + i)+ ^i^(^i + 2) ^ ..„ ^nr(fei-N+l) j 
een asymptotiache voorstelling. 



yi=e'^^ x-^i-^e^^i"' - l)r{ki + l) \Ao+ ^^ ^^ ' + 



'e kunnen 


dus 


schrijven: 






0'tx x-^t- 


l(éj2^l 


--l)r(/ci + l)[^o+- 


(Al + 1) 


■ +^' 


,(fti+l)(A:i + 2). 


..(ki + n) , 




1 




a;^ 


1 


r 




X=CD 


= 





't welk ook in den vorm te brengen is: 

( PP P f' \ 



of: 



Onderzoekt men op gelijke wijze de uitdrukking: 



dx 
dan vindt men: 



^^^ — { zv{z) e^^ dz 



diz: I • ' r^:; ' ^ x""^ x;^\ 

waar Zm. f , = 0. 
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De termen, met uitzondering van die, welke e^ bevat, 
komen voort uit de differentiatie der gevonden reeks van 
y^ (overeenkomende met 't geen in Hoofdstuk III gezegd is.) 

Ten slotte wordt gevonden: 

waar , Urn *m = 0. 



m 

X = cc 



8. Substitueert men nu deze waarden voor: 

^' ' dx ' dx\ '• ••; dx"^ ' 
in de gegeven differentiaalvergelijking, dan stelt men de 
coëfficiënten van de opvolgende machten van — alle nul, 

X 

omdat n een getal is, dat zoo groot genomen kan worden 
als men wil. Hierdoor worden dan de coëfficiënten P ge- 
vonden. 

Door (9) worden m waarden voor « gevonden en met elk 
dezer waarden komt eene ontwikkeling van de hier ge- 
vonden vorm overeen. 

De uitdrukking, zooeven voor y^ gevonden, valt dus sa- 
men met een dier ontwikkelingen, welke in 't algemeen 
divergent zyn. 

Hierdoor krijgen wy de stelling van Poinoaré: 

De m divergente ontwikkelingen van den vorm : 

e-..— (p.+ ^ + 5+...) 

zijn de asymptotische voorstellingen van m integralen, van 
de differentiaal vergelijking, wanneer x positief blijft en 
onbepaald toeneemt, i) 



*) PoiNCAEÉ. Acta Math. 8. 
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9. Dit theorema van Poinoabé blyft onveranderd, wan- 
neer men, inplaats van te veronderstellen, dat alle coëf- 
ficiënten van de vergelijking 

d'^y, d'»-'^y , , . 

van den eersten graad zijn, aanneemt, dat ze van wille- 
keurigen graad zijn. We zullen dit niet uitvoerig nagaan, 
maar willen liever deze algemeene stelling toepassen op 
de Besselsche differentiaal vergelijking: 

dx^^ X dx^ V x^ J^ ^• 
stel nu: 

y = e«^. u 

dan komt er bij substitutie: 

Stel: 

«2 + 1 z= o dus a=±i 
en verder: 

»=-'(A+t+$+...) 

dan wordt gevonden: 

2^+1=0 of Q = -~ 

j(^_2)2_^2| A2 + {2i>-6)aAs = 
waaruit : 



d^u 
dx^ 
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2 1 



o2 _ ^2 "4 

(2^ — l)a 2a 

^2 — p^ ^T ^1 — — i A\ — 5 Ao 

(2^ — 3)« 4a 2 . 4. «2 

^^_ ,_.,_. ^_ (-?)^_ (>^-i)(.-i)(.-f) 

(^^ — 5) « 6« 2 . 4 . 6 «^ 

enz. 
Deze substitueerend komt er: 



' = ^0 e**^ x-^i^ 



2« rr "^ 2. 4. cfi x^ 



h.,M) = (-xY 1/4 (^~)' cos 



X 



stelt men hierin « = i en a = — i, dan komen er twee 
reeksontwikkelingen : 

V.-A e^ x-^k\\-^-^^^ 1 ■ (4.^-1) (4.2 -9) _L ,J_ _ 7 
2/i_^,, -^ '1^ 4 • 2ix^ 474 • -21 {^xf "\ 

^ _5 ,-^^-vJi 4.2-1 1 (4.2-,i)(4.2,9) J 1 1 

2/2_i^,, X i^yi ^ (-2i^)+ 4.4 '^ {-2ixY J 

Volgens PoiNOARÉ zijn deze beide ontwikkelingen asymp- 
totische voorstellingen van de integralen van de Bessel- 
soHE vergelijking. Om hieruit de asymptotische ontwikke- 
lingen der integralen I^ (x) en Y^ {x) te vinden, heeft men 
dus slechts lineaire functies van yi en 2/2 te nemen en de 
constanten behoorlijk te bepalen. 

We nemen dus: 

I,, {x) = ^ 2/1 + ^2/2 
Om ^ en -B te bepalen maken we gebruik van: 
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waaruit : 



2 \'/. . 

smx 



T / ^ / 2 \V2 /3-a;2 . 3 cos re \ 

enz. 

13 5 

Stellen we nu : v=: -— ; -— ; — - ; enz. in j/i en 2/2 

J ^ ^ 

dan komt er: 

e^ / 1 \ 6~^ / 1 \ 

3/V 



_ e^ /. 3 3 \ _e-V, i '"^ ^ \ 



Uit 
volgt: 



Uit: 
volgt : 

Uit: 



^ = .. z;;^ en B = — r7~7= 



^M = M.'k+,^y2.% 



A= - tt4= en B — 



%y"2n iV^2n 
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volgt : 

A^ — .. x^— - en B^ 77-777= 

%V 'In lV2n 

zoodat in 't algemeen uit: 

IAx)=Ayi + Byi (16) 



volgt : 



of: 



A = T= — en B^= 



i \^2n i \/^2n 



1 \ _^^i ~-^i \ 

We hadden de vrije beschikking over de waarden van 
A en J?, die willekeurig genomen kunnen worden; we 
hebben nu die waarden gekozen, welke de hier voorge- 
stelde uitdrukking voor I^ in overeenstemming brengen 
met de uitdrukking »voor J^, die op andere wijze gevon- 
den wordt. 

Schrijf 2/1 en 2/2 als: 

y^-e X ji ^_._._ - _._._ + 

(4i;2 - 1) (4^2 _ 9) (4^2^25) _1. J_ J_ I I 

"*" 43 3 ! ' Si' 'x^ ~^ y \ 

ó- 1/(11 41^2 — 1 1 1 (4i^2_i)(4^2_9) 1 1 1 
^' i^ 4 2r x 42 2! 4 ^2 

(4^2_i)(4^2_9)(4^2_25) 1 1 1 j 

13 * ï-^ ! ' ft V * ^3 ' 



43 3! 8i x^ 

Stel : X : n ^=t 



we zien dan: 
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^'(^> = ^vfeP'-^-"- 



4^2 _i 



2i 



(e'«+e-")- 



+ 



4 iJi a; 

42 • 2 ! • 4 ■ a^ ^^ ^ ^ ^ 

(4^2 _ ] ) (4^2 _ 9) (4^2 _ 25) 



43 



4r- é- i-(^^'+-")+-..] = 



~i|/2;^^ r 42 • 2! • 22 • a;2^--j 

• 3! ■ 22 • x^'^' 



1_ ,<j_ ,,- 4^2-1 J_ J^j 

il/^^^ ^ ' 4 • 2r a;! 



42 



-J^g;„Ji (4»2-l)(4.2-9) _L J_ , 
~l/ï;i**"M 42 • 2! • 22a;2^ 



+ 



^ l/&;i; 4a; ^^^1 P ~3! ' 22a;2^ ' ' "j 

~V nxY P 2! •22a;2^---)^'''r 4 V 

,|/^^ 4^2_iM (4^2_9)(4 ,2_25) 1 1 L,,/„_ 2^1\ 

^V ^'~8^T\ P — ^~' 3!'22^2+--]^ö«V'^ 4 '^;- 



1 ! 42 

Hier vinden we dus weder: 



h (^) o^ |/ ^ p'n siw («- -^-^ n\ + Q„ cos (x — ^^ ij 

evenals in Hoofdstuk III, 23. 

Voor oneindige waarde van 't argument werd vroeger 
reeds gevonden: 

dit is de eerste term van de zooeven gevonden ontwikke- 
ling voor Urn a;= oo d. i. voor zeer groote waarden van x, 

10. Om I_y {X) te ontwikkelen gebruiken we : 



J_ 



f+1/3 



ix) 



=,_:,.-.-.|/J(l|) 



Sin X . 
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waaruit voor ^=1, 2, 3 enz. volgen: 

^-V. (^)=[/ ^ 008 X 

7_s/3 {x) = — 1/ - x'^f^ (X8inx-\- cos x) 

K~2 / . . cosx\ 
— . { sinx-\- 1 
TtX \ X ) 

enz. 
Stel nu : i^ = - V2 ; — ^/2 ; — ^/2 in yi en 2/2 dan komt er : 



x'/> ' ^-A-V.- ^/, 



_ e^ /, 3 3 \. _e-^f, ,3 3\ 

Uit : J-v, (a;) = ^ï/i,-iA, + -B2/2,-v, 



Uit : /_./, {x) = Ayi,-.i^ + -B«/2,-v. 



1 „ . 1 



volgt: ^ = ii7W "° ^ = -V2^ 

Uit : 7_Vj (a;) = ^2/i,_Vj + -B«/2.- •/. 

volgt: ^ = -i7I^ en B=-p7= 

U it : /-% (a;) = Ayi-^i, + By2,-y, 

1 „ . 1 



volgt : ^ = — i ry-^= en B^=i 



1/2^ "" "-'1/2^ 



In 't algemeen zal uit: 
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e e 



^^ = v^ «" ^^=-v^ ^^'^ 



( 2»'-l 2^-1 \ 

of: I_. (a;) = |^;7|^ ie y^-^e 2/2 

waaruit gevonden wordt: 

K2 4^2-1(1 (4^2 _ 9) (4^2 _ 25) 111, 1. / , 2»'-l \ 

11. Als y geheel is vinden we: 

^ V iTx\ 42 2! 22 a;2 ' j V 4 y~ 

_(_irl/i: i!:!zdil (4r2^9)(4.2,26) 1 J^ ^ , '.Q^r^ ^""^^'^ 

Hieruit vinden we óok, dat voor geheele waarden van v : 

lAx) = {—lY I-Ax) 
Voor y = zyn 7„(a;) en /_,, (aj) gelyk. i) 



^) Door V te veranderen in — »' blijft de dififerentiaal vergelijking 
onveranderd; dan is er nog een oplossing n.1.; 

y 7TX 9x ^ 4» 31 2'x» t V 4 / 

Dit is dezelfde als de zooeven gevondene. 
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12. Stel e — 4"''* — « 

dan is in (16) en (17): 



il/27i ' Cf ^ 1/271 ' «1/271 ' 1/271 

De gevonden particuliere oplossingen yi en 2/2 komen 
overeen met die, welke uit I^ (x) en I^y{x) afgeleid 
worden op de volgende wijze: 

Zijn: 

yx = A' I,{x) + B'I_^{x) 

y2-4.\IAx) + B\I_y{x) 

dan vinden we, omdat we: 

4 {x) = Ayi + B2/2 

en I_„ (x) = Aiyi~{- Bi 2/2 

hebben aangenomen, dat: 

i + «4 '^ ^ 1 — rqr^ 

genomen moeten worden, om de gevonden particuliere 

oplossingen yi en 2/2 te verkrijgen uit de bekende functies 

I^ix) en I__^{x), 

13. Bewezen is: i) 

d J„ (re) 2 l 1 I 

~^^ ^lo |Y^^"(^)-(^+2)I,+2(a:) + (i^ + 4)I,+4(.^)-..[ 

't Tweede lid kan volgens de stellingen uit Hoofdstuk III 
asymptotisch ontwikkeld worden, zoodat ly {x) een functie 



•) FoRSYTH. Differential equations, p. 161. 



Digitized by 



Google 



— 97 — 

is, die, asymptotisch voorgesteld, gedifferentieerd mag 
worden. 

14. Uitgaande van: 

vinden we op geheel analoge wijze: 

-1 /"X.i^fzJ,! 1 • (4.2-9) (4.2-25) . 1 1 I \,iJ^ 2.-1 \ 
Eveneens , vinden we: 

15. Door in de bekende betrekking: 

Fy= -: XcOSvnl^ — I-^v\ 

te substitueeren : 

ly z=zp sin cc -\- qcosa 
ön I__y i=p sm (« + vtt) + g cos (« + ^^) 

waarin : 1/ — • Pi=p en 1/ —'Q=q 

2v — l 
en rr — 71 = « gesteld zijn, komt er: 

Y(\) [cosvn(psina-\-qcosa) — pisinacosvTT + cosusinvir) 

— q {cos cc cos vn — sin a sin rrr)] 
= — pcoscc-{- q sin « 
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of 



Door in: 

F_y ^= sin vn ly -\- cos vn . Y^ (x) 

evenzoo te handelen komt er : 

Y_ ,,= sin vn (p sin a -{- q cos «) -\- cos vn ( — p costt-\-q sin a) = 
= — pc,os{u-\- vn) + q sin (« + vn) =: 

■ := — poos X~\ -7 — n-j-—n -j-qsm X-j- — T — n-\--n = 

. ( . .2»'— 1 ) . j ,2r-l j 
=p sm X H j— n\ -f- q cos x H j— n 

of: 

r_,</> 1/ A jp„ sin Qc +?^ 7r^+ Q„ cos (^x + ^^'^) j 

16. Eesumeerende krijgen we dus: 

I,. (.«) ■^y i^fn sin (x — ^ n^ ± Q„ cos Qc^--^ ■'^) j 
L («) ~ ]/ ~ |^^« os (x + -^ TT j - Q„ sin (.T + — J"- TT j 

n (.'») co 1/ ^ j - PnCOS (x ^^ TT j + Q„ sm (•'«— ^ '^j I 

r_.(.T)co -j/'A jp„ s/n (^,« + ?^i^) + Q„ ms (^x + ^-^ny 

17. Nemen we verder nog als voorbeeld de differen- 
tiaalvergelijking: 

^' S + (^'.^2+ «.■r;3) g + (ar2 + /ir) g + (/.-.r'' + gr..: + h)y = 

of: 
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g+(»+i)S+aH-|)l+(* + S + l)" = '' 

Door hierin yz=ze^^.u te stellen, krijgen we een derde- 
machts vergelijking op te lossen ter bepaling van drie 
waarden voor k 

Kiezen we nu a = — — en /c = -- 

dan vinden we: 

dxA clx^ \ b X J dx\ 6 x x x:^J 

V b X X X? o x^ x^ ) 



Nu stellen we: 



A3--^i^+| = (18) 



waaruit volgt: 

Xi = 1 ; Ag^-g- ; ^3= — g. 

De vergelijking gaat dan over in: 

dhi 
1^^ 



s+(-"-i+i)S+(«^'-^+^4+^+/.);f:+ 

Stellen we nu: 

\ X x- J 

dan krijgen we ter bepaling van q en van de coëfficiënten A : 
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+ J2J(3^- -3-)(?-2) + U + cj;i = 

^i!(e-i)(?-2)(?-3)+?'(e-i)(?-2)+A?-l)-f^i + 

+ ^2 j (sa - |-) (e - 2) (e - 3) + (2^6+ c) (? - 2) + V+örj+ 

+ ^8 I ^3^ — yVe — 3) + A6 + cj X = 

A2\{(>-2){Q-'S){Q-4) + biQ-2){Q-S) + riQ-2) + h\ + 
+ As^(sX - -^)(e - 3)(() - 4) + (2A6 + c)(e-3)4-A/"+.9| + 

+ ^4|(3X--|')(e-4)+Aö + cU=0. 

De recurrente betrekking tusschen drie opeenvolgende 
coëfficiënten is hierdoor bekend. 
Uit de eerste dezer vergelijkingen vinden we; 

iib + c 



Q — 



l-BX 



Ao is arbitrair. We krijgen dus drie particuliere inte- 
gralen; is elk met een arbitraire constante vermenigvul- 
digd, dan vinden we door optelling de algemeene integraal. 
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HOOFDSTUK VI. 

Vervolg. 



1. In de hoofdstukken III en V is een kort overzicht 
van de methode van Poincaré gegeven; daarbij is vooral 
gelet op het toepassen in de praktijk. 

Latere schryvers zooals Kneser, Horn, Jacobsthal en 
Weber hebben differentiaalvergelijkingen van de eerste 
en tweede orde onderzocht. 

De methoden van de drie eerstgenoemden zullen we in 
't kort vermelden, zooveel mogelyk echter weder het oog 
houdend op de praktische toepassingen. 

I. Methode van Kneser. 

2. Kneser onderzocht de reëele integralen van de diffe- 
rentiaalvergelijking : 

d^u , du . _ ... 

+ Pi17Z+P2i^ = (1) 



waar: 



dx^ ' ^' dx 



i^2-&o + - + -+- 



asymptotische ontwikkelingen met reëele coëfficiënten zijn* 
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De gezochte integralen kunnen allen door asymptotische 
reeksen voorgesteld worden i). 

3. Aan het eigenlijk onderzoek gaat een algemeene 
beschouwing vooraf over differentiaalvergelijkingen van 
den vorm : 

waar /*, binnen een zeker interval a<x<b^ voor wille- 
keurige waarden van y eindig en continu is en steeds 't 
zelfde teeken heeft als y. 

Verder geldt de voorwaarde, dat een reëele continue 
integraal van de vergelijking voor het geheele gebied 
binnen 't interval ondubbelzinnig bepaald is door voorge- 
schreven waarden van y qw -f- - 

dx 

Nu worden de volgende resultaten gevonden: 

1"^. Van de functies y en ~~- kan er binnen het inter- 
val niet meer dan éen nul worden en deze niet meer dan 
éen maal. 

2"^. Wordt verder nog geëischt, dat f tegelijk met y 
toe- of afneemt, als x een bepaalden weg doorloopt, terwijl 
't interval zich aan den positieven kant tot in 't oneindige 
uitstrekt, dan bezit de vergelijking twee soorten integralen, 
maar ook niet meer dan twee. 

De eerste soort omvat die integralen, welke steeds aan- 
groeiend of afnemend ± oo tot grens hebben. De verhouding 
van twee zulke integralen heeft de eenheid tot limiet. 

Tot de tweede soort behooren die integralen, waarby y en 



*) Untersuchungen und asymptotische Darstellung der Integrale 
gewisser Diff. gl. bei grossen reellen Werthe des Arguments. Crelle's 
Journal (1896-99). Bd. 116-117-120. 
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-j- tot nul naderen, terwijl de een steeds aangroeit, de 

ander steeds afneemt. Twee integralen van de tweede 
soort zijn identiek, zoodra ze in éen punt van 't interval 
geiyk zyn. 



4. Onder de beschouwde vergelijkingen ressorteert: 

'^ = 2/(a2 + q)(:.')) (2) 

waarin 

Ihm (]p = O 

a?=oo 

en a^ een positief getal is, terwijl bovendien wordt aan- 
genomen dat: 

^qp {x) dx = eindig is. 

De integralen van (2) zijn tot de twee zooeven vermelde 
groepen te brengen, n.1. : 

m=B,e^a+^i) (3^*) 

die steeds aangroeien en voor x ~ oo tot 't oneindige 
naderen en 

2/2 =i?2<3-^ (1+^2) (3^) 

waarbij 2/2 en ~ tot nul naderen, terwijl de een steeds 

aangroeit en de ander steeds afneemt. 

De coëfficiënten Bi en Bz zijn constanten ; voor o; = 00 
gelden : 

lim f 1 = Hm ^2 = H^i^ ^'1 =^ Hm ê'2 = O . 

5. Vergelijking (2) wordt uit' (1) afgeleid, door in deze 
te substitueeren : 

In de daardoor verkregen vergelijking: 
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+ («-+-^+f+-- ■■)"=» 



cPy^^f _L 3 _L ^ 



is de coëfficiënt van y een asymptotische reeks, als de 
coëfficiënten van (1) asymptotische reeksen zijn (volgens 
de stellingen van Hfdst. III.) 
De vorm (2) wordt nu verkregen door: 

Co = &o r ö^o^= — (^ 

te stellen, terwijl verder voldaan moet worden aan de eisch : 

Cl =&i— — ao ai = 0. 



6. De resultaten in art. 4 vermeld, vinden een gewich- 
tige toepassing op de asymptotische voorstelling van de 
integraal van een lineaire differentiaalvergeiyking door een 
divergente reeks, die formeel aan de vergelyking voldoet. 

In 't bijzonder toont Kneser nu aan, dat elke integraal 
van de differentiaalvergelijking: 






+K-«'+f+^+ •••)=" 



waar de coëfficiënt van y een reëele machtreeks is, waar- 
van het convergentiegebied niet verdwynt, asymptotisch 
kan worden voorgesteld door een reeks: 



7. Analoge onderzoekingen stelde Kneser in omtrent 
differentiaalvergelykingen, wier reëele integralen oscilla- 
torisch z\jn d.w.z. integralen, die voor groote reëele waar- 
den van 't argument oneindig veel malen verdwynen. In 
't bijzonder wordt de vergelijking: 
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S+Ko+^+f +■■■)=« 

onderzocht. Ook hier ontbreekt de term met — . 

X 

Nadat vooraf aangetoond is, dat alle integralen van deze 
vergelijking voor groote waarden van x voorgesteld kunnen 
worden door: 

y=: Cl cos ax + C2 sin ax-j- e 

waarin Ci en C2 constanten zijn en 

Urn e = Urn é' = O 

wordt de asymptotische voorstelling van deze integraal 
gegeven, n.1. als: 



y ^ cos ax. 



waarin «o en ?o willekeurige (Ci en C2 van de vorige 
uitdrukking) constanten zijn. 

8. De BESSEL'sche vergelijking: 

dx^ dx ^ 

wordt door de substitutie: 

u = -4=^ en v^^=^~ h - 

\/x 4 



herleid tot: 



*''+a+4)!'=o 



Daardoor wordt als algemeene integraal gevonden: 

y re («o cos x-\-^o sin x) Pn — («o sin x — (?o cos x) Qn 
waaruit dus: 

IC PO —y=^ (cco cos x-{- ^0 sin x) Pn — ,-7^ («o sinx - ^0 cos x) Qn 
\/^ X v^ X 
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(die gemakkelijk te herleiden is tot den vorm, gevonden in 
Hoofdstuk III art. 25). 

9. Ook voor 't geval, dat de bepaalde integraal: 

qp {x) dx 



f 

•'T, 



niet eindig is, worden uitdrukkingen voor 7j afgeleid. Daar- 
door wordt dan de asymptotische voorstelling van de 
integralen van de vergelijking: 



dx^ 



=K»'+^+i+--) 



met reëele coëfficiënten, voor reëele oneindig groote waarde 
van X, afgeleid. 
Deze voorstelling is: 

\ X X^ / 

waarin «o willekeurig is. De coëfficiënten «i , «o , enz. 
zijn zóo bepaald, dat de reeks formeel aan de vergelijking 
voldoet. 

Voor negatieve waarden van a krijgen we dus integra- 
len, die nul worden voor a;= oo ; al deze integralen z\jn 
dus alleen van elkaar onderscheiden door constante fac- 
toren n.1. «o. 

Is a positief, dan hebben we door dezelfde formule de 
asymptotische voorstelling van alle integralen, die oneindig 
worden voor ^ = 00; de limiet hunner verhouding is in 
dit geval de eenheid. 

10. De gevonden resultaten worden door Kneser ten 
slotte gegeneraliseerd voor de vergelijking: 

d'^y 



dx^ 



+ ynx) = o 



waarm : 
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00 

Kunnen nu een positieve echte breuk / en twee posi- 
tieve constante getallen g en g' gevonden worden, zóo dat 
voor x'>g\ ^ 

I xf qp' {X) \<g\ en \^(x)\<gx 
zyn en dat verder 



f 

J X 



X 



dx 



een eindige grootheid is, terwijl de functies qj{x) en qj'{x) 
continu en a en ci reëele consta,nten zijn, dan is: 

\x'^rrix)\ 

kleiner dan zekere vaste grens, zoodra x>g is, terwijl 
dan ook de integralen van de vergelijking, evenals hunne 
afgeleiden voor groote waarden van x^ tusschen eindige 
grenzen liggen. 
Die integralen hebben dan den vorm: 

//= Cl cos \-~- logx-\-ax + Co sin \-^ log x-\-ax ,-\- ^ 

waar Ci en G^ constanten zijn, terwyl 

lim f = lim -7^ = O 

07=00 a;=<» (^X 



De algemeene reëele integraal van de vergelijking; 

x^ 



S^+!/i<.'+i+^ + ...I=0 



waarin de coëfficiënt van «/, voor groote waarden van x 
convergent is en de constanten a en c reëel zijn, wordt 
dan voorgesteld door de reeksontwikkelingen : 

+(^+v+l-+---)*(è'°»-+-) 



Digitized by 



Google 



- 108 - 

a en ^ zyn reëele constanten, die te bepalen zijn; «o en 
^0 zyn arbitrair. 

11. De oorspronkelijke vergelyking: 

(Pu . du . „ 

heeft dus, voor 't geval dat 



is, integralen, die asymptotisch voorgesteld worden door: 






en wanneer: 



Co> O is door: 



IL Methode van Hobn. 

12. Vooreerst houdt Hoen i) zich bezig met de verge- 
lijking van de eerste orde: 

^'^' % = y^^^^y^ ^^) 

waarin k een geheel positief getal voorstelt en f een con- 
vergente machtreeks voor kleine waarden van \ x \ en 
I y I voorstelt. 

De integralen van deze vergelijking worden voorgesteld 
door reeksen, welker termen te bepalen zijn. Deze reeksen 
zijn, zooals aangetoond wordt, convergent voor voldoend 
kleine reëele positieve waarden van x^ wanneer het reëele 
deel van f (O, 0) positief is. 



*) Cüelle's Journal Bd. 119 en vlg. 
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13. Vervolgens onderwerpt Horn de gevonden integraal- 
uitdrukkingen, die voldoen aan: 

(waarin de machtreeksen voor voldoend kleine waarden 
van X convergeeren) aan een nader onderzoek en wel: 

1^. met betrekking tot hun gedrag bij nadering van x 
tot het onbepaalde punt .'^=0 

2^. ten opzichte van hun gedrag bij omloop om dit punt. 

Eindelijk nog worden die waarden van x, in de omge- 
ving van a; = bepaald, waarvoor de integralen gegeven 
waarden krijgen, in 't bijzonder bij de nulplaatsen der 
integralen. 

Het onderzoek onder 1^ vermeld, geschiedt door in (2) 
te stellen : 



- -2- Cl, 



x^ 



y = y e v^\ ^-^v - 

waardoor de vorm van de vergelijking dezelfde blijft, maar 
de coëfficiënt van x den vorm krijgt: 

ao-\-aix-\-a2X^-{- , . . ,-\-akX^. 

Zonder aan de algemeenheid te kort te doen, kan ao= 1 
genomen worden. 
Wordt nu: 






t = e V^^ (fc-l)x^-V X 7. /^at (3). 

aangenomen, dan wordt als algemeene integraal van (2) 
gevonden : 



y 



= C.^-i + ^-i£^^±||^^dr. (4) 



De integratieweg begint bij re = O in zulk een richting 
dat: Urn < = is. 

a; = o 

14. De algemeene vergelijking: 
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wordt formeel voldaan door: 

y = Co + cix + C2X^+ . . . . 

waarvan de coëfficiënten te bepalen zijn. 
Nu voert Hoen k integralen van (5) in, n.1.: 

(Uit (4) door = te nemen). De integratieweg gaat 
uit van rc = 0, zoodanig, dat: 

(4m — l)7r ^ ^ (4m + l)7r 

^ ^ < arg, x<- 



2k --'^•-- 2k 

Verder blijft x alleen in deze sector en in de beide aan- 
grenzende, d. w. z. arg.x blijft in 't gebied: 

4m--3 ^ ^ 4m + 3 

TT tot ^r^ TT . 



2k 2k 

Wordt nu een functie aangenomen, waarbij dezelfde 
integratieweg gebruikt wordt als voor y, n.1. : 

■^i' = t-^ r x^-^'-^ t dx 

'o 

dan komt er door partiëele integratie: 

I (1 + ai x-\- a2X^+ .., (Ik x^)x/-^-^ t dx=x''t-v \ .^"-i f dx 

J o 'o 

of: 
J^ + ai ƒ,.+! + . . . + ajc-i I^+k-i + (^A- + r) Tv+k = X" ' 
Hierdoor wordt dan gevonden: 

n 
v= O 

of: 
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r = 



+ &n4-i^4-i+ enz 

stelt men: 

ym= ^ Cj^X^ + tnX'' 

dan wordt bewezen : | 6^ | < 6 

wanneer : \ x\ <iQo 

waarin Qo een positieve grootheid voorstelt en arg, x in 
de aangegeven drie sectoren blijft. 
Zoo wordt dan gevonden: 

y^Yi co 2: Cj X*' 

A = ^ 

voor : hm x^=0 en - — ^-j-^ — < arg^. x, < -^^^ — x^^- — 

15. De algemeene integraal van (5) is: 

y = G. t-^ + ym 
Beweegt x zich naar O, zoodat: 

(4m-l) ^ ^ (4m + l) 

^ TT < arg. x < -^ — ^ — - n 



2k ^-'^'- - 2k 

terwyl C^O , dan is: 

Urn ^-1 = 00 en dus ook Urn 2/ = oo . Voor deze grenzen 
van 't argument is dus ym de integraal, die asymptotisch 
door de reeks wordt voorgesteld. 
Verder vindt Horn, dat voor: 

4m+ 1 ^ ^ 4m + 3 

TT < arö'. X < -^r-^; TT 



2k --'^•- -- 2A' 

elke integraal van (5) (uitgezonderd als C'=oo wordt) 
asymptotisch voorgesteld wordt door: 
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n 

Het gedrag van de integraal in 't geval onder 2^ ver- 
meld wordt bepaald door convergente reeksen. 

16. Wanneer in de vergelijking: 

^^+1 -— + {l + aiX-{-a2X^-\- ..,akX^)y = bo-\-biX-\- . , . 

aic géén geheel getal is, dan heeft de vergelijking een, in 
de omgeving van rz; = 0, eenwaardige integraal, die voor-' 
gesteld wordt door: 

+00 

y = i: p X*- 

welke in de verschillende deelen van de omgeving van 
x:=zQ verschillende asymptotische voorstellingen toelaat van 
den vorm: 

y=Co-^CiX+.,.-Ayne ^''' ^^'""^^'^* V "" .x-^k 

waar: 

Co-\-CiX+ ... 

een reeks is, die formeel aan de vergelijking voldoet en 
in 't algemeen divergent is. 
Voor m = A: is : 

Ajc = Ao e2^^ ^^ 

Nu wordt aangetoond, dat de coëfficiënten pi uit te 
drukken zijn door Ao^A^ ... A^-i en Co, Cj . . . Dit geldt óók 
als üh een geheel getal is, voor de functie P, die voor- 
komt in de integraal: 

+ ,, \ fc-l+ ••• + 



y = P{x) + Be^^ (^-1)^ '" ^ x'^'nogx 

De functie P {x) is in de omgeving van n; = O eenwaardig. 
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De asymptotische voorstellingen worden gebruikt om 't ge- 
drag van de integralen in de omgeving van rr = O te 
onderzoeken. 

17. Verder beschouwt Horn nog de vergelijking: 

^^ + x^P(x)^+x^^Q{x)y = (6) 

waar k een geheel positief getal (ook 0) voorstelt en Pen 
Q rationeele functies van x zijn, die in de omgeving van 
x^= Qo voorgesteld kunnen worden, door: 



h _|_&2 
X ^x^ 



Q=^o + ^ + 5 + . 



Als de wortels «i en ^2 van de vergelijking: 

verschillen, wordt de gegeven vergelijking foi meel voldaan 
door twee normale reeksen van Thomé, n.1. : 

waar A = 1 of 2 is. 
Ah^ is van de orde: i^nV {p=k-{-l) 

Voor k=^0 voert een passende omzetting van de som- 
matie van divergente reeksen volgens Borel i) van de 
reeksen Sh tot de transformatie van Laplace, waarvan 
PoiNCARÉ^) gebruik heeft gemaakt om 't gedrag van irre- 
guliere integralen van lineaire differentiaalvergelijkingen 
te onderzoeken. 3) 



') Ann. de l'école normale sup. 1899. 

*) American Journal. 7. Acta Math. 8. 

3) PicARD. Traite d' Analyse t. III. CIi. XTV. 
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Het geval waarvoor ft > O is, is op dat, waar ft = O is, terug 
te voeren door verhooging van de orde Van de differentiaal- 
vergelyking. 

HoRN bepaalt nu het gedrag van de integralen van (6) 

in de nabijheid van 't onbepaalde punt a;=oo.i) 

• 

18. Aan de algemeenheid wordt niet te kort gedaan 
door 't geval te nemen, waarvoor: 

«1 = i en «2 = — i 
is. Vergelijking (6) bezit 2p integralen 

77, (^) en 17, (^) 

waar ^ =0, 1, 2 . . .p— 1, van zóódanigen vorm, dat in de 
nabijheid van x = oo voor: 

— ^= n < arg x < — ^^ tt 

PP 

7j^ (^^ asymptotisch voorgesteld wordt door de reeks Si en 

voor: 

2^-2 ^ ^2q+1 

— ^^ n < arg x < -- ^^ n 

PP 

rj^^^^ asymptotisch wordt voorgesteld door de reeks S^. 

De algemeene integraal wordt (afgezien van constante 
factoren) voor: 

2?^ ^ ^ (2Q + l)n 

—^ — <arg X < ^ — - — 
PP ; 

asymptotisch voorgesteld door S^ en voor: 

(2^-1) TT ^2(>7r 

^'— ^^ ^— < arg x < — ^^ 

P P 

door Si, 

Om een willekeurige integraal y van (6) in de nabijheid 
van argx=:0 te onderzoeken, zet men: 

M Math. Annalen 49 en 50. 



Digitized by 



Google 



- 115 - 

Men vindt dan door formeele oplossing van de vergel ij kins;: 

c,S, + c,S,=0 

een asymptotische reeksontwikkeling voor de nulplaatsen 
van y in de nabijheid van ir =00 met argx^=0. 

19. De vermelding van verdere beschouwingen en ont- 
wikkelingen van HoRN, zullen we hier (evenals geschied is 
met die van Poincaré, waarop ze een vervolg zijn) .ach- 
terwege laten. 



IJL Methode Jacobsthal. 
20. De vergelijking: 

rl^f fit 



met tweeledige recurrente betrekking en een onbepaald 
punt in 't oneindige, brengt Jacobsthal i) tot den normaal- 
vorm : 

Om tot een asymptotische voorstelling van den integraal 
in de omgeving van o; = 00 te komen, bepaalt Jacobsthal 
de divergente reeks, die formeel voldoet: 

1 % n{u-i-v-l) 1 



x*i^on{^-r - 1) n{v) (_^)»' 

en splitst daarna die reeks in twee deelen Sn-i-Rnj waar 
Sn de som der termen tot en met de n^ voorstelt, terwijl 
Rn in den vorm van een bepaalde integraal wordt gezet. 
Daartoe wordt: 

y=Sn 



^) Asymptotische Darstellung v. Lösungen lin. Diff. gin. Math. Ann. 
Bd. 56 (1899). 
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in den normaalvorm gesubstitueerd, waardoor het eerste 
lid q>{x) den vorm krygt: 

w(x)-( ir "^ n{a + n-i) 

R„ krijgt dan de gedaante: 

Rn = r qp® e^ . ^"+^ [yi{x) Viil) - Viix) y^m d I 

J X 

waarin 2/1 en 2/2 twee particuliere integralen van den nor- 
maalvorm zijn. 

Om nu een schatting van de grootte van Rn te kunnen 
maken, wordt de normale vergelijking door twee bepaalde 
integralen geïntegreerd, die x als parameter bevatten. 

Als een dezer particuliere integralen wordt gevonden: 

y, = m=n''M=-f^~Y^- ^ ƒ/-. s"-^ (1 - 1) ^" ds 

De tweede wordt gevonden door in den normaalvorm 
te substitueeren : 

y = e~^ . 7/. 

waardoor deze wordt: 

d. i. dezelfde, als men « en (5 verwisselt en x vervangt 
door — X. 

2/2 = e-"" h {x) = e--^«/ (f:?, «, - x) — 

De integraties zijn oorspronkelijk als rechtlijnig aange- 
nomen; bij den omloop van x om 't nulpunt wordt de in- 
tegratieweg veranderd en 't gedrag van I\{x) en I^{x) bij 
deze omloop onderzocht. 

Om de functies I\ en I-i in 't geheele vlak éenwaardig 
te maken, moet er een doorsnede gemaakt worden van 't 
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nulpunt uit, tot in 't oneindige in zekere richting. Om ze 
tevens eindig en continu te maken moet die doorsnede 
aangebracht worden langs de negatieve imaginaire as. Bij 
't overschrijden door x van deze snede treedt discontinuï- 
teit op, zoodat we 't vlak waarin x zich beweegt door deze 
snede begrensd moeten denken. 

Hierdoor wordt een schatting van En mogelijk en krygt 
men een bovenste grens van de fout; zijn n.1. ft en Z de 
grootste geheele getallen, die in « en (5 bevat zijn, zoodat: 

«=A;+^ en ^=1^1 

dan vindt Jacobsthal voor bovenste grens: 

voor l = O n'/a . g-»* 

l — 1 nVa . e-^ 

die nog zeer ruim genomen zijn. 

Als asymptotische voorstelling van de integralen y\ en 
2/2 wordt dan gevonden: 

yi = Ii{x) cv. Sn^i) 

2/2 = e-^ h (x) CA) e-^ SrP 

waar Sn^^^=^ Sn is en S,P uit Sn volgt als men /^, a en —x 
in de plaats stelt voor «, |5 en x. 

Deze voorstelling geldt nu voor de geheele omgeving van 
't oneindige punt. 

In de omgeving van het nulpunt krijgt Jacobsthal de 
convergente ontwikkelingen : 

' Fi- 1 n{v+a-l) 

''- ,ton{v)n{v-\-a+i^-i)^ ""^ 

, ==0 ^ (y) ii{v — « — p + 1) 

Deze convergeeren slecht voor groote waarde van 't ar- 
gument;, voor dit geval worden ze vervangen door de 
asymptotische uitdrukkingen : 
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Yi w c'i 6'„<i) + e-* c'a S„<2) 
Fa w C'i S„(i) + e-^ C'a S„(2). 



IV. Voorbeelden. 
21. Nemen we als voorbeeld de vergelyking: 



dx- 






(1) 



waarin a reëel en positief is. 
Stellen we dat: 



2,= «,„ + _ + ^+ (2) 

formeel aan (1) voldoet voor x= oo. 
Nu is dus: 

Bij substitutie wordt dan gevonden: 

of: ^ + 1 (n-1) (^i:^)J!L^_^:i:i^^ .... (i.) 

zoodat Wo = en mi = arbitraire constante. 
Voor de coëfficiënten geldt dan de betrekking: 

^n-i(w-a) - mn = (w^2) (4) 

Uit (4) volgt, dat (2) divergent is. Schrijven we nu (4) 
in den vorm : 

^^»=<-^>''"?|^!-^^ <^') 

Uit (4') en (3) volgt dan de formeele ontwikkeling: 
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Is a een geheel getal, dan is y een rationeele functie 
van x: de reeks heeft een eindig aantal termen. Is a niet 
geheel, dan is (5) oneindig doorloopend. 

We nemen in het laatste geval een eindig aantal {p-\) 
termen, zoodat: 

waaruit volgt: 

By invoering hiervan, wordt (1): 

p-i 1 °° 1 

-2" |Ww_i(w-a)~mn| -^+ ^ \mn-i{n-a)-mn\ — = F{S^) 

n-=l JO n=p ^ 

als we de waarde van 't Ie lid van (1) voorstellen door F {y). 
Door Soo te vervangen door S^ stellen we eigenlijk: 

nip = rrip+i = . . . = ^oo = o 

Zoo komt er dan: 

F(Sp) =^^^ i Wn-i (n-a) ^ ^1 — + m^_i (i)-a) — 

Het eerste deel van 't tweede lid is nul wegens de 
betrekking tusschen de coëfficiënten, uitgedrukt door (4); 
dus krijgen we: 

F{Sp) = mp.i{p-a)^^ = xp{x) (6) 

Deze niet-homogeene vergelijking kan geïntegreerd worden 
met behulp van twee lineair onafhankelijke integralen 
Y^ en Y^ van de homogeene vergelijking (1) / 

Als integraal van (6) vinden we dan eene uitdrukking: 

S = A Y^-\-BYj^ (60 

waar A en B functies van x zijn, die bepaald worden uit: 
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/ dY, dY^\ dA 

Verder volgt uit (1): 

Y^-Y^- y, —^^Gx-^e-^ (8) 

^ dx '- dx 

De waarde van C hangt af van de keuze der coëfficiënten 
van Y^ en Y^\ deze kiezen we nu zoo, dat C= — 1 is. 

dx ^ dx 



^.^^-^1^=-^-"^-^ (9) 



Door invoering van de integratievariabele i, krijgen we 
uit (7) en (9): 

B =1 '/» (O.e' . t" Y^ mt + Oj 

De integraal van (6) is dus volgens (6'): 
S=Ci Y.^ + C2Y,- 

- f ./. it)é. i- 1 Y, (X) Y, (t) - Yi (x) .Y^{t)\dt... (10) 

Sp is een particuliere integraal van (6), dus gaat bij ge- 
paste keuze van de constanten Ci en C2, S over in Sp. 
Ook is: 

Cl Y^-\-G2Yx = y 

een particuliere integraal van (1) voor de zooeven aange- 
duide keuze van Ci en Cg. 

y = Sp + Bp 

of Rp = y~Sp (11) 
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verandert nu in de uitdrukking: 
■Bp = r V' (O e' . ^ i n (00) Vx (t) - Yx (x) F, (O \ clt . . . (1 li) 

Jx 

De restterm van de divergente reeks, die aan (1) formeel 
voldoet, is hiermede uitgedrukt als een bepaalde integraal. 
Om een schatting van de waarde van Bp te krijgen moeten 
Y^ en Yi behoorlek gekozen worden. Daartoe moet (1) 
door een bepaalde integraal voldaan worden. 

Vergelijking (1) wordt verkregen uit de vergelijking 
van de hypergeometrische reeks: 

^i(l-^i)^2 + ^-(«+/*+l)«i]^-«(?2/=0.,. (12) 

door daarin te nemen: 

oc 
a = — m ; / = a ; /^ = 1 ; xi^= — als : 

Wordt hierin w = oo gesteld, dan krijgen we, na door 
z gedeeld te hebben: 

dx^ \ X J dx X '^ 
Aan (12) wordt voldaan door: 

i^{xi) = cl\^-^{l-ty-^-^(l-tXi)-'dt, 

J o 

Door hier dezelfde substituties, enz., toe te passen als 
zooeven, wordt 't tweede lid: 

welke uitdrukking van w = oo overgaat in (als we tegelijk 
^ = — nemen) : 

X 
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/•x 1 / o \ a-2 

^'= X ƒ, o - ï) ""•*■ ■■••■• <'"> 

Dit is nu een particuliere oplossing van (1). De bovenste 
grens is nog variabel; om deze vast te leggen, substituee- 
ren we (13) met grenzen O eaj? in (1) (doch schrijven die 
grenzen niet) en krygen dan: 






a-3 j 

ds 



Om deze uitdrukking nul te doen zijn, zooals geëischt 
wordt, is 't noodig twee grenzen te kiezen, zoodat 



i^-i) 



a-s 

= 



is; dit is 't geval voor 5 = en s:=oo waardoor nu de 
bovenste grens bepaald is. We nemen dus:' 

/•«> 1 / Q \ a-2 

Een tweede particuliere integraal van (1) vinden we 
door te nemen: 

y = e'^ . z 

Dit geeft dan: 

d^z . f a_ _ \ _d^ , 1 — a 
dx^'^ \x '^ ) dx^ 



'z = 



X 

Veranderen we hierin o; in — x^ dan komt er : 

d^z y f a , ,\ dz , a — 1 

dx^ 



i+a+01+'^'="----<'^* 



die denzelfden vorm heeft als (1). De coëfficiënt van — 

X 

is a — 1 inplaats van 1. Trachten we aan (15) te voldoen 
door een integraal van den vorm (13) d. w. z. : 
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waarin «, /? en / nog bepaald moeten worden, dan vinden we 
bij substitutie: 



De grenzen z\jn reeds gekozen; het nul worden moet 
dus alléén afhankelijk gesteld worden van de keuze van 
« en /5, zoodat 't polynomium onder 't integraalteeken nul 
moet zijn, d. w. z. : , 

x^ x^ X x^^ ■ 

u{§-2) («Tf2)(|?-2) a(|?-2) (iJ-2)_. ^ . 

~ ~ 53" -^3 + -^3- + -^2- -« / . • (16) 

(lJ-2)(|?-3> _ 

De eerste van deze, in den vorm geschreven: 
«(« + 1 — a).a — 1 — « 

doet zien dat : « = a — 1 gekozen moet worden. Aan de 
beide andere wordt voldaan door te nemen i?=2. De 
tweede particuliere oplossing van (1) wordt dan: 



Y: = C'^^r s' (l + -Ve- 

X J o V X / 



ds 



s' e- 



Om een waarde voor / te krqgen, merken we op dat in 
Yx en F/ de exponenten juist verwisseld zijn ; in 't eerste 
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geval toch hadden we — als coëfficiënt van y ; in 't tweede 

geval — ;— ; in 't Ie geval was O d. i. 1 — 1 de expo- 

nent van s, nu zal / dus = a — 2 zijn. 
Zoodat : 

^' = ^'^i-/}""' '" • '^'= ^' |S ^ (« - 1)= Ct ^; . (17) 

Uit formule (IP) gaan we nu een benadering voor de 
rest zoeken en vinden dan : 

=cc,/v,(p-a)i<«[/;|i(i - ±y-'e-u 

t gaat langs de reële as van o:; tot oo ; :z; nadert tot oo ; x 
en t verschillen dus zoo weinig men wil, dus de vorm 
onder 't integraalteeken is zoo klein men wil. Zoodat nu : 

R^^G Cl mp_i (p-a) . — ƒ é dt 
limBp = lim [il 

07=00 X=(X> L*^ J 

Door gebruik te maken van formule (11) zien we, dat: 
Urn {7j-Sp)=Um (i) 



dt 
1 
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of: 

lim x^-^ \y — Sp\:=^rj 

waaruit volgt dat reeks (50 werkelijk een asymptotische 
ontwikkeling is: 

Fxco V(-l)^+i LL^tL^mi . 4r • • • • (18) 
n=i r{a-n) af- ^ ' 

De algemeene integraal van de gegeven vergelijking wordt 
dan voorgesteld door: 

^^^ ^ r.{a—n) ^ x"" .T«-i 

De hier gebruikte methode is eene navolging van de 
door Jacobsthal aangewende. 

22. Nemen we de vergelijking van de derde orde : 

-' g + (^+^-+--^) g + («+M 1 + ^-0 

en stellen we dat: 

y-^'^ X ^ x^^ x^^'" 

formeel voldoet; dan is: 

^_ J n{n-\-l)m>n . ^ _ y __ n(w+l)(w+2)?Wn 
De eerste schrijven we liever in den vorm: 

Bij substitutie blykt: 

7no=^0 ; mi = arbitrair en c-& + 2r=0 
als eisch voor de getalcoëtficienten. 
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geval toch hadden we — als coëfficiënt van y ; in 't tweede 

geval — ;— ; in 't Ie geval was O d. i. 1 — 1 de expo- 
cc 

nent van s, nu zal / dus = a — 2 zijn. 

Zoodat : 

Uit formule (IP) gaan we nu een benadering voor de 
rest zoeken en vinden dan : 

S, = CC'£W_, (y - ») i- ^ <• [fji (i - |)".-*j X 

= CC,£'™,_.(;,-a)if.[f|i(l - ±)n-.*ji 

-i^."-'no-f)°"''-*]'" 

^ gaat langs de reële as van x tot oo; x nadert tot oo; x 
en t verschillen dus zoo weinig men wil, dus de vorm 
onder 't integraalteeken is zoo klein men wil. Zoodat nu : 

Rp—C Cimp^i{p-a) . ~j t dt 

lvmBp = lim [il 
Door gebruik te maken van formule (11) zien we, dat: 
Urn (y-Sp)=:lim (-Jzï) 
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of: 

Urn xP''^ \y — Sp\ =f] 

x=co 

waaruit volgt dat reeks (5') werkelijk een asymptotische 
ontwikkeling is: 

De algemeene integraal van de gegeven vergelijking wordt 
dan voorgesteld door: 

^„1/ ^> ■ r.{a-n) T a^^^^- .-r»-! 

De hier gebruikte methode is eene navolging van de 
door Jacobsthal aangewende. 

22. Nemen we de vergelijking van de derde orde : 
-^ g + (-f .- W) g + (a+M I + «/ = O 
en stellen we dat: 

y-ni 4-^ + ^4-^ + 
y-'^o^ o; ^ rr2 ^ ^3 ■^••• 

formeel voldoet; dan is: 

c%_ « n{n-{-\)mn . ^ _ v _ n{n+\){n+2)mn 
De eerste schrijven we liever in den vorm: 

2/ = mo + -^ — 
« = 1 '^ 

Bij substitutie blijkt: 

m^ = ; mi = arbitrair en ^-ö + 2r=0 
als eisch voor de getalcoëtficienten. 
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De betrekkingen der coëfficiënten m zijn: 
— 1.2.3 mi 4-1.2 q. mi+2.3 rm^ — dmi — 2bm2-{-cm2 = O 
— 2.3.4^2+ 2 swi +2.8 gm2+ 3.4 rm3-2am2-3&m3+cm3=0 
-3.4.5 mg + 2.35^2 +3.4 gms + 4.5 r 7^4 -3 aws -4 &m4+cm4=0 
of in 't algemeen : 

-r (^ - l)p (p+l)m^_i4-(p - 2) (i? - l)s mp-2+(p - l)p q mp-i+ 
+P (i>+ l)rmp--{p—l)amp- r\-p b mp-\-c m^ = O . 

Als recurrente betrekking vinden we dus: 

I c+p Cp+1) r -p b j mpMP - 1) I -P {P+l)+P q-ci\ mp_i+ 
+(^-2)(i?-l)sm^-2=0. 

23. Door s=0 te nemen wordt de vergelijking: 
x^g +(..+..2) g +(« + ..) |+c,=0. 

Voor deze is dan ook: 

^0 = ; mi arbitrair en c— &+2r=0 eisch, waaraan 

de getalcoëfflcienten voldoen moeten. 
De recurrente betrekking wordt eenvoudiger, n.L: 

\c+p{p+l)r—pb\mpMp-''^)\ '-p{p+^)+pq-a\mp-i=0 (jp>2) 
of: 
_ (2.3+a-2g)(3.4+a-3g)(4.6+a-4g)... i(p+l)p+a-(p-l)gi \p{P+l)+a-pq\(p -1) 1 
^ (2.3r+c-2&)(:3.4r+c-3&)(4.5r+c-4&)... \ip-l)pr+c-'{p-l)b\ \pip+l)r-{-c-^pb\ ^ 

24. Yoor r=:l , «=c en g'=& wordt de vergelijking: 

-^0 + (^-+-^)S + (« + ^-)| + «?y = o 

met eisch : a — &==: — 2 

terwijl de recurrente betrekking der coëfficenten m dan is: 

m.p = {p - 1)1 mi. 
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Zoo krijgen we dan de vergelijking: 

waaraan formeel voldaan wordt door: 

!'=i + i + l^+P+-'- '^) 

Deze reeks is in 't algemeen divergent. 
We vinden als integraal van (1) echter: 

',^t-x _ g-a: 



-/:' 



di (3) 



i 
voor X reëel en positief. 

Volgens Hoofdstuk III is te vinden, dat (2) de asympto- 
tische ontwikkeling van (3) is. Volgens Hoofdstuk IV is 
(2) dud een integraal van de vergelijking (1). 

Door nu in (1) te stellen: 

gaat deze over in: 

oi -=- =^t stellende : 
dx 

.d^t . ^—r^ ^ „. dt 



x^ j-^ + (a+2x-'2x^)~ + {x^-a+2x-{'a)t=0 , . . (5) 

Aan deze vergelijking wordt voldaan door de particuliere 
integraal 

1 . 

^= — 6^. 

X 

Door middel van deze particuliere integraal vinden we 
een tweede, n.1.: 



t^='- X- 

1 — a 



dus: 
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-r- =A \-B »-" 

dx X \ — a 



of: 



^ /,! ) _ _1_ Jl L 



+ 



XX' 
B 1 6»= 



1L + -31+ 1 + 



1-a (a-1)! a;« 



(„.i),+ïi+<?±i)l+<£^+...j 



Zoodat een integraal van (1) wordt voorgesteld door: 

l + ± + l! 

X X^ x^ 



y = e-^. z=^A 



i + :^ + ^ + ...I + 



B 1 J_| _ 

(!-«)• (a-1) !"a;»r* '' 



a\ , («±11! , I 



T + 



rc^ 



+......(6) 



Daardoor vinden we de particuliere integralen ; 

_J_ , _1_ , _2j_ , _3!_ , 
^' "" a; "•" x2 ^ «3 "T a;4 "t"- • • • 

(dezelfde als (2)) en 
• ',„_,„ + ^ + (£+111+.. 



2/, 



(a-l)!a;» 



(7) 



(8) 



Is a een geheel positief getal, dan is (8) van een be- 
paalden term af, gelqk loopend met (7). 

24. Door te stellen: 



Krijgen we: 
terwijl voor Q^z=z.—a 



(>, = — 1 en (>j = — « 



Ai^=^aAo 



blykt te zijn; op deze wijze krijgen we dezelfde reeksen 
als zooeven. 
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25. Trachten we een vergelijking van de tweede orde 
te vinden, die na differentiatie (1) oplevert en stellen we 
die voor door: 

dan zien we, dat gekozen moet worden: 
De gezochte vergelijking is dus: 

Schrijven we deze als: 

en stellen we hierin: 

dan gaat de vergelijking over in: 

x^ -r: — \- axz = C 
dx 

waarvan de integraal is: 



^ = 77-^TY^ + 



((x—\)x af' 
zoodat : 

dy,_ G__ , GG' 

dx'^y~ {a-l)x "^ x^ 

waarvan de algemeene integraal is: 

G f e^dx , ^ ^, _^ f e^ dx 



y 



a-\] X } x^ 



De derde particuliere integraal, die hier optreedt is ook 
te vinden uit (4). 

9 
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Neem (j^- en f als functies van de variabele a zóo dat: 

(jp= I f da ' 

Volgens Taylor is: 

^{a + h) = ^{a) + hr{a)+^r{a)+^^r{a)+^^. (1) 
of: 

qp(a+A)-<]p(a) = A/-(«)+ !;/'(«) + Ij r(«)+ 

<)p(a+2/j)-<]p{a+A)=/jAa+A)+|^A«+A)+|-' r(«+A)+- ■ 



h2 ■ 

<f(a+ph)-,fia+p-lh)=hfia-Hy- lh)+-^/(a+p-lh)+. 



Tellen we de eerste en tweede leden van deze verge- 
lijkingen by elkaar op, dan komt er: 

qp (a -\-ph) - qp (a) =r \ 

h 1 m + /■(« + A) + /•(« + 2h) +• • •+/(a +^J^m I + I 

+ enz. , y' 
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't Eerste lid van de nu verkregen vergelijking is niets 
anders dan : 

ra-\-ph 



Ja 



da 



de vergelijking is dus te schreven: 



(4) 



Door in (3) cp te vervangen door /*, daarna f door f\ 
f door f enz., krijgen we achtereenvolgens: 



i>-i 



v-\ 



/•(a+i>/O-A«)=^^f(«+»''») + |j^r(« + *'/0 + enz. (5) 

y=o i's© 

na-^p}i)-f\a)=h^f\a^vh)-^'^^ (6) 



enz. 



Vermenigvuldigen we nu beide leden van (4) met 1 
van (5) met A\ h\ van (6) met A^ h^ enz., waar de coëffi- 
ciënten A later bepaald zullen worden en tellen we de 
overeenkomstige leden op, dan krijgen we: 



ra-\-pu 

m da+Aih\ f{a+p}i) - na) f + ^2^2 | /•'(« ^p^ _ 

J a 

p-1 

-f^ia)\ + Ash^ \ria+ph) - f" {a) \ +-- = A '^f{a+vh)+ 

v—o 

p-l 

p-\ 



(7) 



y—o 
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De coëfficiënten A worden nu zóo gekozen, dat alle 
termen van 't 2e lid, behalve de eerste natuurlijk, nul 
worden (daardoor wordt tevens de voorwaarde ingevoerd, 
dat geen der functies ƒ, f\ f\ enz. oo mag worden). 

De vergelijking gaat dan, als we de leden verwisselen, 
over in: 

h 2 f{a+vh)=\ na)da + Aih\f(a-j-ph)- r{a)\ + A2h^\f'{a+pk)- 

-r{ü)\ + Ash^\r{a+ph)-r(a)\+A,h^\r{a+ph)-r{a)\+ ... (8) 

waarin nu nog de coëfficiënten A door hunne waarden 
• vervangen dienen te worden. Deze vinden we door f{a) 
speciale waarden te geven. Stellen we n.1: 

en substitueeren we dit in (8) dan krijgen we: 
/i|e«+6«+^+---e«+(^-i)^|=(e«+P^-^«)(l+^i/i+^2/*2-f ) 

deelende door: A.e".(e*''— 1) komt er: 

^ = l-\-Ar-\-A2h-\-A3h^-\-Aih^+ ^^^ 

Door hierin te nemen h=2i3 vinden we dat ^1=:— — 

wordt, maar de overige coëfficiënten met oneven index 
alle nul worden. Dus (8) gaat over in : 

p-l r-i-\-ph h 

h 2 f{a+vh) = ƒ f{a) da - - \ f{a^ph) - /(«) t +^2^^ j f ^a+ph) - f' (a) \ + 

.,_« Ja ^ 



v = o 



+AJi^r{a+ph) 'r{c^)\-\-AQm\r(a^ph) ~r(a)\+ enz: (10) 

Vergelijken we vergelijking (9) met de bekende betrekking: 

1 1 1 , Bi , ^2 7 Q I 
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dan zien we: 



^2 = -gj ; A4,= - -^ ; Aq=—] enz. 

Door dit in (10) te substitueeren krijgen we den alge- 
meenen vorm: 

p-l fa-hph h 

h 2: r{a-j-vh)= f{x)dx - -^ \f{a-^ph)-f{a)\ + 

y=0 Ja ^ 

5i=| ; B,= ^ ; B, = ^- enz. 

(Zie hierover o.a. Schlömilch. Handbuch der Diff. und 
Integr. Rechnung 1847, pag. 285. Maolauein. Treatise of 
fluxions 1742, pag 672, of de fransche vertaling hiervan 
1749. IJe partie pag. 146 en vlg.) 
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Formule (3) van Hoofdstuk II wordt op de volgende 
wijze gevonden: 

Onder de totale residu van een functie cp (x) wordt ver- 
staan de integraal: 






genomen langs den omtrek van een cirkel c met oneindi- 
gen straal R 
Men heeft dus: 



<[:((<ï>(^))) = -2^/^'?>(«)<i^- 



Vervangt men nu <P{z) door: 



x—z 

en schrijft tevens: 

1 

in de integraal, dan komt er: 



& 



\\x-z)J 2niJ J_ t{l-tx) 



dt 



R 

waarin nu de integraal in negatieven zin genonjen wordt 
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langs den omtrek van een cirkel met zeer kleinen straal 
-^- . Men kan dit tweede lid dus in den vorm brengen.: 






i 
Vervangt men 't eerste lid nog door: 



i^-A«) 



dan vindt men: 

, _ r ((f (''))) 



x—z ' ^ ((z)) {1—xz) 



n-)=&'H^+& 



f{z) moet eene eenwaardige analytische functie zijn in 't 
geheele oneindige gebied. Zijn de residus oneindig in aan- 
tal, dan moet op hunne volgorde gelet worden. Ze worden 
gerangschikt naar de toenemende moduli van de oneindig- 
heidspunten. 
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We maken gebruik van de definitie: 




co 1 1 00 1 R 

1 (4n2 7r2)l> 22jP-l7rÖP 7 w^l^ {2p)l 




Nemen we: 




1 1 1 _ 1 1 + 6-^ 1 _ 




1 - e-^ a; 2 2 1 — e"^ rï; 




1 ^2 + ^~2 1 i z. s i^ 
^2 ~ ^ 2 


1 

X 


en verder: 




, l ^ 2z 
n ctq TT z =2^ -s -o 




dan krijgen we voor: 




IX 




1 1 l_o^ ^ 




1-e-^ iC 2 ""„Iiaja+éwaTrS 




zoodat dan: 





\l-e-^ a; 2 y a; "~ „=ia;2+ 4w2 7r2 

„=lL4n2 7r2 (4n2 7r2)2 ^ J 

voeren we nu de JB's in dan komen we tot: 
/ 1 _ J^ 1 \ 1 _ ^1 ^2 a;2 Bs a;4 
U-e-^ » 2ya;~2! 4! + 6! "*""■■ 

~ (2»)! (2w+2)! 
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1. SoLDNEE gaf in „Theorie et tables d'une nouvelle 
fonction transcendente" (1809) de volgende formules ter 
berekening van ?i-functies voor verschillende waarden van x: 

hx =C+U.x±l.x + ^^-^±^^^-^+ . . . (1) 

waar y=il i\-\ — j; de coëfQcienten A worden bepaald 
door: ^' = 1 ; A'^l.A' - La ; A'" = '2..A'' + {l.a^ 

A^ = ^.A'" - (Laf ; enz. 
li{l ±x)= C + Lx ± A^') X - i^<*>a;2±i.^C)ic3 + ... (3) 
waarin : 

A^^) = —^ -— ^(*) ^-^e) L^ ^(»)_ enz... (3') 

n + \ n n—l n — 2 ^ ' 

In (1) en (3) stelt C de Eulersche constante voor. Door 
gebruik te maken van deze formules stelde Soldner tafels 
op voor li 0,01 met 0,01 opklimmend tot 1 ; voor li 1 met 
0,1 opklimmend tot Zi2; voor'fo'2 met 1 opklimmend tot 
li 10; voor li 10 tot M20; voor Zi20 met 2 opklimmend tot 
/^4Ó; voor Zi40 met 5 opklimmend tot KIOO; voor KIOO 
met 10 opklimmend tot K160; voor iiieo met 20 op- 
klimmend tot K320; voor K320 met 40 opklimmend tot 
;i640; voor ^^640 met 80 opklimmend tot Zi 1280. 
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De K functies van de tusschengelegen getallen kunnen 
bepaald worden door de interpolatieformule: 

h (a + x) - ha+ 100 x/\,' = ^-g-j A + 

, 100a;(l -- 100aj)(2- lOOo;) ..,,„, 

waar A' 't eerste verschil is; A" 't tweede verschil, enz. 
a is het getal, in de tafel voorkomend, dat 't dichtst ge- 
legen is bij 't gegeven getal en x is 't geen 't gegeven 
getal grooter is. 

Op deze wijze li te bepalen is zeer tijdroovend. Dat- 
zelfde nadeel heeft de berekening door de reeksen van 
Beetsohneider (zie Hoofdstuk II, art. 14). 



Na het afdrukken, bleek op blz. 104 nog een fout te schuilen. In 
het tweede lid van de asymptotische gelijkheid, aan 't einde van 
art. 6, is de factor e - ^ per ongeluk uitgevallen. 
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I. 

De oplossingswij ze, die Porsyth geeft van 

I dx'^ 

I 

waar Y een functie van y ;^oorstelt, is onvolledig. 

I 

II. 

Het is wenschelijk een bepaalde notatie voor de getallen 
van Bernoulli algemeen aan te nemen. 



Wanneer 't doel is een benaderde oplossing van een 
differentiaalvergelijking te verkrijgen, dan is 't geoorloofd 
die vergelijking te vereenvoudigen, door termen van som- 
men, die er in optreden, te vervangen door benaderde 
waarden (dus soms zelfs weg te laten) wanneer, binnen de 
grenzen, waarvoor de oplossing beschouwd wordt, 't ver- 
schil tusschen de vervaagen termen en die benaderde 
waarden klein is, ten opzichte van de sommen waarvan 
ze termen zijn. 
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IV. 

De oplossing van de vergelyking 

waar P en Q functies van iz; zijn is eenvoudiger te vinden 
door te stellen 2/ = ^^^, dan door y=2uv. 

V. 

De onderverdeeling der reeksen, voorkomende onder D 2 
in den „Index du répertoire bibliographique des sciences 
mathématiques" is onvolledig. 

VI. 

Het eenvoudigste elenjentaire bewijs voor de stelling der 
onbepaalde coëfficiënten is dat, waarbij gebruik gemaakt 
wordt van de onbepaalde uitdrukking -^. 

VII. 

Op 't onderscheid tusschen „fout" en „correctie" wordt 
niet altyd voldoende gelet. 

VIII. 

Sin^x beduidt volgens den vorm eigenlek Sin (Sinx). 
Men behoorde daarom te schrijven {Sinxf. 

IX. 

Jager komt ten onrechte tot de conclusie: 
„Es sind daher die zwischen die Gasmolekeln wirkende 
Krafte, Abstossungskrafte". 

(Winkelmann, Handbuch der Phys. Bd II 2. blz. 546). 
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X. 

Drukvermeerdering by condensatie is een waardevol 
controlemiddel by 't onderzoek naar de zuiverheid van 
een gas, 

XI. 

Van 't beginsel der virtueele verplaatsingen is, hij 't 
onderwijs in de elementaire Mechanica, veel nut te ver- 
wachten. 

XII. 

Het zou wenschelijk zijn de Beschryvende Meetkunde 
als vak van onderwijs op H. B. Scholen te vervangen door 
de Boldriehoeksmeting. 
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